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(let ou image est cont'orme a us nnuvtaux piof^animc* mis cn 
place i compter de b rentree 21HI-*. 

Ix-s Nouveaux Precis Breal wont le reflet dune evolution Hcs habi- 
tudes dc travail des ctudiants cn prtipas ncicntiliqucs MP ct MP“. 

Rigucur, merhodc ct dartc sont sans douxe ks Iclrntodvs dc cctrc 
evolution. I_a mise cn page el I'appurl tie couleur acconrapagnent,. 
en la voullgnans, b structure du contenu divise cn trois parlies 
eomplumentajres : 

< Le ( (HITS est mmpdttC ties deli nitic ins. theoremes el pn?- 
pnL'[i> nccessaifts et suffivants. LobjeCtif est clair : tout le pno- 
gnmil'te, nett que le p n.M>nLi!i me. Itms 3es itieorertles , iirtsc que 
Its principalcs propriety*, som dCmonrres en detail, Parfols, 
une demonstnilon simple ii etablir pourra (in re I'objcE d'un 
premier exercice d application silrmilanr 

i bs Mclliotk-S cunsricuem b prindp&te hmoviUioTi de* Nou- 
veaux Puccis Etudiants ci professeurs savcm eombien le plus 
dcllcat. lorsque I'on abordc un problcmc, est muvcnt la phase 
tie demurrage : pur quel bout k‘ prendre ? Ileus temps compo- 
yenl cette nuuvelle ru.br ique. 

I.V’-SL'nliel explicite. en ure Jiche tit syn these, Jes demarches les 
plus courantes. lies in 1st en 11 uvn illustrent ct* demarches 
par dcs exerdees class Iques, voire «1 neon tour nables*. 

Dc (fares | dtipiues sont essemlellemeiw composes de me- 
(bodes et ne component ilors pas eeite rubrique. 

■ Lcs ['Aerdces, hcauonup plus nombreux que dans les ids 
linns precedence*. sonr classes scion leur degre dc diicult^ : 
du niveau I , qui correspond ii des cxercices houvenl pinches 
du emirs, au niveau 3, mains ^transparents*. I.e niveau 2 
propose ties sujets tie colics raison nablcs. Hans tons les cas, 
ces exert ices sonl calibres en function de ct que I'un ptul ve- 
ri Lai demen t a Lie nd re dun eiudbnl en vue de la preparation 
immediate des eoneouns, Les indieauuns appcinem, eomme 
e’est souvenT le cas- en colic, un coup de pooiec qui peut tire 
bienvemi lorsque I’nn travail tie sent 

Tons les cxcrclces ont unc solum m., derail lee on pfus sueclrvcre 



II nous :i parti indispensable cl ateorderaccs dcuxdernseres parties, 
Its Mithodcs ct les Bxerdecs, une place importante. equivaientc a 
lc: Lie: du Cutirs. au ill des onxe chapilres que comporte ce tome 
concert a 1 analyse. Cet cqullibrc pemieura aux ecudlams de '-liP 
ex .MP" dc disposer efu n ouul de travail compler, adapie au rythnw 
prrjgrcsslf et snutenu de b pm'-pararion auK concours. 



Ucs programmes dc MP ci MP* sort msintenanc idenriqws. 
Ccpendaor, t L n lonrtinn des ohjecrlfs poiirsnivis, certains approfnn- 
d issc men ts peuvent s'averer utiles Leux-cL stint sigr^les par la 
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Ctapiera 1 : £sp*ss MKtofipl? [khito 



Darit icHit t£ chapitra K dt'iigiti le corps des reels ou le corps des complexes 



A. Normes et distances 



E «t on K-«space vectoriel. 



1- Normes et distances 



1 1 ' Sur H mi nonw 

uiurllr »( Id vjleu aboakicL 



L'abdjvistirm rw-n 
fit wuranr. 



(.KjfiniliGn 1 , , 

On npprllr norme sur E une application w: ^ ll ' E -* £ + verifiant poor tmii wcteurs x. y 
de E et tout stalawe X de K : 

(1) NLx) = D ^ xsO E , 

(2} AflJjt) - |X| «x) r 
{3) W|x+ yl «; Nix) + MyJ. 

Le couple i E. JV > esr appele un espace vectoriel mot ^ 111 
Une norme pit Souven [ r'lOtiw I || ■ || : x <-* | at |(. 



Ces notwns sent 
'jewiefc+es w 
jugttx* - G^iii^eiE m 

fhjpiliF &. 



Remarque? 

1 ) D'aprfe. ( 1 ) ui» name vtrifie : {4} Vx £ E, x * 0 E =*■ tf(x) > 0, 

Recrproquement, si une application N de E dans R* v£ritie les axiomes (2) et (4), en dormant 
dans \i) la valour o A \ . un obtient JV(0 ) = o done N trifle (1 ). 

Fn consequence. une nonne peut aussi etre tffiftnii? comine une application N : E-j H 
verifiant les axiomes (2)i, (3> el (4>. 

2 ) Exemple important ^ 1:31 

Si E est un espace prehilbertien red ou complexe, «ri nolant f + | * J le produil scalar re, 
eudidien ou hermitien, qui definit cette structure, on obtient une norme sur E en posant 

pour tout x de E, || x || - | x) et celle-ci est dne euclidienne ou henuitienne selon 

le cars, 

.Aims! tout espace prehilbtrtien est un espace vectoriel norme. 



^& la ' Usuell um n, N r et 
dr sont encore potto N 
« d 



, DchnLikon 2 

Distance assocife a une norme 

Soit (E, N) un espace vectoriel no«ne, I'application d define par ;; 

d ; E 2 — r R* „ (x, y) dU, tf) = Ntx - yj 

esl appelee distance associee a la norme N, 



Ddiniuon 3 

Nurme et distance induites 

£□1 1 1 E, .Vi Un espace '/ectoriel norne et F un sOus-espace vectoriel de fc\ 

U restriction N r de V i F «t une norme, appelee norme sur f rnduite par N. 

La restriction A F 2 de b distance associee a v est la distance df anocHe i 1 
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On consid&re desormais un espace vecloriel norm4 tE, N). 



V :5,: ' Lb bout t IXI Sphht 
tie c?pi*e We e) rte mycr. ] 
yyti dp'p-ilte bous unite, 
sfrtrrmlf. 



li «i <:ldi> i)ue 

w “ W 

•In - Wr el r - hft eE rirftjj- 
H tiianflulaij-f iwjntut CM? 

( 1 ) =f 



‘‘Remarque Lensemtie 
jaj.A.fl d« lontlkm: bomm 
de A dsns E esl un sous 
Mp&e vifLto’iel de f 1 . il etl 
thhit* par 

11 / |U- supiv(/<jr;i). 

Si A- N , ll i’jpgn de I'espac* 
d?s VkUtet twmfw. rfr E 



Ncr’npi rl nisSaiKn 






Definition 4 „ 

Soules Et spheres 

a ) La boule ouverte de centre a £ E et de rayon r e est : 

Kota. rl * {a E E/Mm - x} * r). 

b } La bflule fermfce de centre «€ E el de rayon re R+ esl : 

Bjia. r)={xG E/M a - x) t r}. 

d } L j sphere de centre a £ E el tie rayon r S H+ esl : 

Si. a. r) a {x G E/Ma - x) ■ r}. 



Definition 5 

line partie A de E ret dite bornSe lorsqu'elle verifie I'une dre conditions equivalents 
SurvariliS : 

(1) il Miste acEtfrER, tell que A C tifi a, r) J 

(2) il e.xiste f?E Rj. ttfs que ACSyjOf.fi),^'® 1 



Definition 6 • ... _ _, _ _ 

Sort A une partie non vide et bornee de E. On appetle diamfctre de A le reef : 

R(Aj = sup ^ Nix - iji/ix. y)€ A 2 }, 



DflatsLiti>iL 7 m _ m m 3 ...... 

On appelke distance d'un point x de E a une partie non wide A de E, Je reel i 

dtx At = inf { Nix - y)/y G A}, 



Definition 8 

On appelle distance de deux parties non vides A et B, ie reel : 

ci< A. IT) ■ inf { M a - pi /X E A, i) E B) . 

Definition 9 

SoitAUH ensemble non vide, une application/ : A — ► Eesldite bornee si soil Image/EA) 
est une partie bornee de E, done sll exisle ME N, tel que : 

tfvE A. NlJix)) 



fVImiliuil 10 

Normes equivalents 



V, l*g 

On dit que deux nonnes et N* sur E sonl ^quivalenles si tes tanrtions ^ et ^r- (fefinies 



N& 



iur E‘(. |0£> sent majoc^es, 



Rcmarq lies 

1 ) Cette definition peot se traduire par Texistence de deu* reefs a et p strirtement positifs tels 
qw ; hJYi * iv a -- pJVj. 

2 ) On definii amsi une relation d'equivalente sur I'ensemble des normes de i'espace E. 

En eFfet. on veri-fit qs®c r «t une relation : 

■ reflexive ; pour toule norme N, 

_ 1 1 
« symetnque : aJV] «. N 2 < fJJVj donne ^ W 2 * ftj ^ -n 2 ; 

p transilfve : oiV] Ns * ES^'i et n'lVj =; JV :t (J r JV^ domuent : 

* “ Nl * ^ p . Copy rightedmaterial 
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Chdptoe 1 . EtjjdCS WEtlfldf 



EsL'mpk' 



toqtbtir - Gloat 
trip, diapiln- & 




- 1 } 



Ll 









f-lJI 


J 


p - 




o 





11 , 0 ) 



p^r-rr 



Wormes usuries war & !t 



On note x ■ (jq, ... . *a t ) £ 

a J Montrer que fl'on d£fini( trots morales sur K n par les expressions sumarttes : 






i=i 



(£* 

\i=i 



AIWC#1« syp |»|, 

l*(*n 



b ) Pans I? res ri = % K = R, reprewnler les boulei unites fermeet. J-l, , f? a et £3*. assoc lees a 



ces normes. 

c] Montrer que 1V|, ]% N x wntdeux a deux equivalentes, 

a } iV'a «t to noraie pr£hilberti?nw canonique d? K n attache? au produit scalair? ; 

(*| y) ■ y* - ^ ' 

j-i 

Verifrons que A'] et R*, salisronl les axiorres de definition (2} r {3} et (4) des Mrmei 
Ce sont dairement des applications Ji valeursdans lU. 

Pout tout x de K n , on a Vl 6 D 1, n D. |*r| ^ RlU) et |4| * done si x esl non 
uui, 11 existe t E[l.nJ Cel que |jq| > 0 et on a TS'|(je‘ 3 > 0 et JV^tx) > 0 1 raxiome (4) est 

Pout x£ H 11 at x E K on a Xjt = { ■ ■ . .Xjq,) d'oii : 

NjOut) * ')l| N^x) , JWjfiOt JC> = |H| Najix) : { 2 ) est verify. 

Ptwt xe H n et pe R", on a 4 + jj - (xj + ^ ^ ^ . . . . „ #« + g n J d<w : 

n ii n 

IV|(jc + a) = S~[ I Xi + y, l *; I JH I + S~_ |yc) * x.t + N^y) 

(=l l-l l-l 

?t N fc veriHe (3) ; 

pour Wip, pemarquons cju& pout tout e e 3 1, n U : 

|j« + yd «e \xj\ + |_ifl| N»ix) + Ktatl/i 
il en rfculte jWjt+ y) « rv^(x) + ?t n, x verifo (3|. 

b) n-2 . K-R 

» Ni ^ { (jti.Xfc) £ R 2 / l^fil + |*sl * l}. 

On distingue quafire tas : 

si > 0 et (xi. jog) € £T| jcj +,% * 1 ; 

si *1 ^ 0 et ^ ^ 0 ; {jq. a^] E 8 1 xi - jtj ^ 1 ; 

si jrj«0 et (*i,Aa)efli -jq+jia^l; 

si jej ^ 0 et j^s; 0: £ 5i « — x 3 

Tous les cas peuwnt se famener au premief par des sym^tries, 

- 8- { - { (jf|.%) + 

Cest le disque usuel de R 2 de centre O et de rayon t. 

• S x m [ (xj, jcs) E R z } |xd * 1 |jg| « 1}. 

II s J agit du pav^ : [- Ll] x [ - l. lj. 

c) RsurtoutxE K n .x *= (jq. , . , .xttj^oria; 



VIE Il r n 




d'ou Hmik) ^ iViM et JVi(x) < n N^bt ) ; 
les uormes jv t et N x sont done equrvaientet 



w 
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*itonnr4 rt gji&lancK 



On a aussi de maniere cv dcntc : 

n n 

52 |*l/ * n JV*{X) 5 e( ^ Ixiff 1 5- NosCrf 1 
^1 t-l 

dk>nc v Wjlxl ■*; ^D^O;] ; 

Ik nannies Nj et soot ctonc equivalents. 

Par transitivile, on wi ef^duit T^uivalence de jV 5 et JV 2 avetde plus ^ iVj t J\' 2 , et comme 
I'inegalit^ w| *= tfj 2 est £videmite, il vient : 



Raroarque 

Eh dii&iirfl a lki po-yimim: 
P sa fourton pcfynime. op 
iWlinT dr ncuvElIn nnn 
y.r K|.H | par In EKpiELMDfii. 

svvantm ; 
iup ip:m| 
nFlo.il 
hSU]> 11*13)1 

W-l 



L 



.'’I m|d.:. 



-AP) 



suj) la,; , 
Ck r*in 



Example 2 Normes usuelles sur il'espace vectorial Kpf] des polyndmes 

a ) Monirer que I'an dttinit trois normts sue KDt] w posanl pout P = oq + a + . . . + an X r 

Wjtp) - i^i ■ *w«- fcw 1 ] - * 

i=0 \ i=0 / 

b ) Ces nomtes sant-elles equroaierctes ? 

a > les verilkations wnt identiques a celled de I'exemple precedent. 

A r 2 est la norme prehilbertiemw cananiique eta K[X|. 
b ) Comme dans reitemple 1 prudent on manure que ces newmes scant comparables en un 
sens : N x , =e iV 2 =s JV j . 

E lies ne le sent pas dans I'auire sens : on mwtre que les Fentlions ^ et ~ ne sort pas 

JVdo i>2 

majorfes HI OarHid^rant la suite de pdyniimes {Pn>nj=N definte par : 

PiiCX)wl + X + — +x n 

N[{Fn } ■ n + 1 , JVjiFn) Wn*l . JV^/Fn) ■ 1 

5* CPn) ^ Jr (p n ) * vn+1 , I F n ) * n + 1. 

Wa Naa 

Deoas quekonques des norm#* JV|. JV te ne SOnt pas equivalents. 



K x.fTii ] j I m 3 Normes dassiques Sur I'eSpace (MO- 1 [], K) deS fanctiQnS. continues A vhIhjis duns ■$ 
a 3 Manner que I'tin dftfsnit sur net espaes Cruis normes par :; 



-cf. Algebrq - GtaBit 
irit didpiut 1 6 . 



*t <li:i1 (E. ctopitr? K pn> 
pnereia. 



-s: 



L/U)|dr 



is: 



LfCe)|* de 



1/1^,= sup \nn\- 

LetO.ll 



b ) Ces norrnes sum e! les equivalences ? 

a.) |! < | 2 est la nnrme pf^hilbertienne. attaches au produil scalaire surnf-O. ll/KJ : 



V-B> 



-01 ^nt 

/o 



/tOsrfEJdf. ^ 



>:y : 



Verdiuns que ( Hit I * II*- satisfont les axiomes de definition (2). (3) el (4) des nofffles. 
Ce somdairemem des ap^lieaitlciiiis^ valeursdans ft + . 

One pruprieie usual le de I 'int^graleest que Si / esl conLinue sur jo. P|, A.a < h\ positive el 

rwn identiqwmenrimllesur b| r abTs / />0^jdrnK|| ■ || 3 virifie I'awomet^y, ^ cl0:i 

/□ 

SiJ' esl non nulSe, i| esiste jq> E |0. 1] lei que [F'^H x 0 II..F" il* ^ donne : 

>0 : || - ||rc verifie J'aifiome (4). 
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r ial 



Churnn- 1 :: lifucn rttwiie-ls normal 



1 ^ 1 Li proaiieU: Ml 
rvdrrlr- peer k w Pl 
O n sepDose a p Dl ala;. 
Vi^ll|yiCH*i|A|||/lU 
*« lit/ IU< WILT IU- 

Ct nrfnv risuhat aupliqye 
jvoi .j m ^hf dan™ 

uiu^iviuwfi 

IMIl/ll™ 

la {mkLuxi. 

^ I l2, d. AJgttn - Geocrti- 
tnf, efrapitrs £ 



Les dulres u^riFiCatiflriS Sent sjrrples : 

ip k/Hi - / mm* = w [ l \fw\At = ixn/iii 

Jo Jo 

||x/IU- e«p M$\ - W »up l/tel ■ W H/IIod * 1111 

k=[«j,ii cefta 

U + 9 h - / m + m d t* f ( l/U)| + lsLt)|) dt = 11/ Ih ■*■ II g lit , 
Jo Jo 

Poor tout t£ [0, ij r \fm + fl(0| * lftO| + IdCaj * 11/ ||» + |ld fail : 

ll/+flll*^ll/lldD+||glU. 

b ) Ces norms sunt comparables dans un tons : 

||/ 111 « | |/ 1 1 2 * ||/ 1 | , w ( 4 galil£ pour les fonciions constants). 

11/ Hi « ||/ 1| a rtsulte de l r in£galitf dt tanchy-ichwarz. *& a21, 

11/ lb 56 11/ II do «t consequence evidente de Vt E [0, 1L |/£t)| « ||/ | w . 

Elies ne le sort pas ding. I'eulre sens : on montre que les functions 



/** 



11/182 

im 



at 



ll/ll* 

im 



me sent pas raaforeK an constant la suite- de faftctlons (/nS^eM deElnii# par/itf) = t n . 



Le Cdkgl dunne ||/n l|i = 



I 



Unh 



Un 



el les suites : 

ll/ri lb n+1 ll/n lloo iA "4 ** ll /* Hog 

r— — -j ■ = , i - p - f || — = v + 1 el n 



n- 



li./n Hi v'!2n + 1 
m sont pas majoifes 



im 



lDhlfi 



= n + 1 



lf^EirtirRw 11 _ 

Avec les notations de rexemple pr&Ment 

|| ■ lb est appelee norme de la convergence en moyenne, 

|| -< ||i est appelee norms da la CGiWsigetfltE en muyenne quadratique, 

|| ■ Hoc est appelee norme de la convergence uniforme 



| „ 

Secunde megalith triangulaire 

Suit ( £, N) un e-v-n. Pour torn x er u de £ ; 

|fK*) - My)| < Nix - y). 

CsV .¥ = .¥— y + y donna N[x)*zMx — y) + My) dtont A'(jc) — My) ^ N[x — yj, 
Symetriquennent en echangeant x et y : My) - A T (jr) ^ Ni> - y) = jvi> - y>. 



fltmgFques 

■ On dtfcnfl de 1 »:,□[] ana- 
tyue Jidi rKurrer-if .i d« 
.■Kihi'ii. ^qui^mes iu un 
pHcd.it tie pJuiieur; «pnj 
-.pflnnck nnrmK "n pnrticii 

her she". 

■ Par defauc Uhit (xwUm 
d'erAi-iHi rtClflnils numet 
un jppr'.L 1 mimi :lr runr rir 

iKXmes 



Propriety 2 , ■ 

Pruduit d'espatES vectoriels normts 

■Soil (£. N) et {£* . JV' ) deux e-v-n. 

On d^inrt trois normes dassiquessw I'espace produrt EkE': 

] 

II (X^) 111- Nix) + N 1 (x r ) . j| {x, V ) || 2 ^ («V) + JV 2 {*? ) ) S 
II (*. V J ||oo * Eup (nIa), W r (V) ). <ik liai 

Ces trois nufinus soot deni k deux equivalentes 
U Amcune difficulHe bonniis 1‘inegarite tnanguLaiire de la norme || ■ || 2 . 
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E(M+lfl+(a , + 6 ') j! 



En ulilisant l« in«*g^i fles lri«angu <air«s dp N et de N* ; 

Nix + y( « Mx) + N(y) et JV(Y +y) * jY (Y) +-N 1 [y 1 ) 
et I'inegalile triangutaine de (R?, Wfc) on obtient : «4'- 54i? 

<J N^ix + y) + 4 j/] <£ <jNiix)+N*[*f) + ^pft{ V }+ 

Lequrvaienbede ces norrws tent aux inegalit£s suivantes : 

II (x Y) || H <5 [j (x. Y) | t « || (x V) Hi * Ya|| (xY) || a * 2|| (xY) 



«- 



ProprieTt J 



Parties born£es dun espace vetteriel norm^ 

Soft A et E deus parties non vides d'un e-v-n IE. N). 

d } SlACBetilfi esi b lt ride, a tors A esl burn"? el BfA 1 ) ^ S' fl). 
b) Si A et fi sent bornees ators A U Be t A + D sonrt bomees 



I® a ) 5i .v et y 6 A alors M x - y) « B( fl). On a done a c Pj. (x W Ert) : a est bomie et 

fcfA) «e SiS), 

b ) Soit to-je) e A 2 et (b r y) e B 2 , L'in^gaiit^ triangulate donne : 

Mje - y) *= JV(jf - a) 4 Ma - b> + N{ b - y) <£ &{ Ai + N (, a - b) + 6{B>, 
N(x+ y - a - b> « Mje - a) + JY(y - b) « 5(A> + KBj. 

On en d£duit que A \j B et A + B sonl bonrkes et que : 

fit A U B> * tfAj 4 dU.E) 4 SfBJ 
61 A + B) « 6 (.A) 4 &(B 1 



{ 



2 * Topologie d'un e-v-n E 



JIB) 



Fbur InuE rH />ll, la 



tx>dl« O v ia.r; Pit UP vOiSi- 
n*gp be a 5i X Kiifiijg* 
de a, lauce parte Y icuire- 
rwt x Pit «KO»P un toh- 
nag* bp a, 



f -n • ' (ens^qwriee i 

rer A laJ w 

3f*P. AnFjApJCV. 



If! vwi^n r*- 
latita rtritern e* memes 
pnopii^iii. 



2,1 — Voisinagcs - Votsinagcfi relatifs 

! D^niiion 12 

On appelle vois inage d'un point a do £ (Oute partie X cie £ temtenant une bdule puverte 
de centre a. L'ensemble cks voiiinagei de a esi note rtai. 



A'ertai 



3 r> 0 r EoiAflCX.- 



1 151 



LKrhiuliuii 13 - - -- ---- ■ 

Si a etf une pariie de £ et n gn pa<n( d? A un wqisinage de a dan? a <ow woisinage de « 
retatif I a) e$t I'irnersedion avec A d'un voismage X de a. L'ensembk des voisinages de a 
danrs A «t noi 4 V A {aX 

V H (a) = {x n A/X m V(a)}. ,ej 

___, Proprleii 4 



a) La ri union d une famille quefcongue de voisi nages, d'un mentis point x dp £ est un 
voiiinage cfeje. 

b ) L'intefsectimn de {few! voisinages de x est un voisi nage de x. % 1 ] 7 1 



UY a j D'jp'M la definibon, toute parti# qui contieot un votsinage d'un point x de E Kt aussi 
un iwisiinage de x. D'oii la conclusion 



>py righted ri 



B 



lal 



3 




. Chapifre 1 : EspatBVK fcriefc wsnnfo. 



b J Prawns deux voisinages U et V d'un mime pumi x dc E. II exisle alars des reels hi > 0 
il fi ? 0 tcls quc : 

BoU«)cu#r^u^cv r 

Supposons que a ^ pj, alors £?□(*, a) c S a i x t |j) et Sjix,a)cu n v , te qui faiide un v 
l8j wndpt un voisinage de x. ^ 1 

rw mfmf WK 

P,.lx.pic I'ri y. 

2.2 ~ Ouvntt - Fermes 



Ofl (Ml MHSl quf 
A rst une pa*1»» fliw*rt* 
ffl £. 



nt. <a0 J Ofi ckl *HSi quf 
A ¥Ft Ufve parti* frtm** 

* E. 



E^hnition J 4 

s ]■ On appelle cuvert de E ' laute partie X dp E qui est voismage dp charun de sm 
paints 

X auvert de£ «, v*GX. XeTts). 

b ) On appelie fermt die £ tout? partie de E dant It complements ire dans E est un 
auvert de £ 

X fermi de E E\X auvert de E. 

X>ehnLik>n 1 5 ^ 

a ) Si A est une partie de £> on appelie auvert de A (au aitwi auvert relatjf a a} route partie 
X de A, vpisinaqe de dhaiun de $& ppinK dans A- 

x cwvertde A ¥\-ex xer A (x). 

b j On appe/le ferine de A (au ferrni relutif a a] toute par l p i de A, demt le complements ire 
dans A est un Ouverl de A. 



Pmpririe ^ 

Caracterisations des ouverls de E 

Soil A uoe partie de E, A css un ouvert de E si et settlement si : 

Vx £A,3ri= fit. C«ix r)CA 



ITupfiL'Ic 6 

Carad-eHs-atmas des ouverU et fermes relatifs 

A est une partie non vide de E, 

a ) Soil X C A X est un aurtrt de A si et seulement si il enisle Xi auvert de Etel que : 

X = A fl Xjr 

b) Soft Y C At Y est un Pernrf de A si ei seulement si il exisle Vj Term? de E tel que ; 

y - An rj. 



Vl'^' A itanl u>» panic 
nets vidr or £, 0 pt A «mt 
j L luii juwrlt eE (enYiii 
NSitifs de A 



't ' Si ' Lm pfc*#tPi h> rt 
(..I 'Estenr vraiel peur In 
ctnunts hH fprmAi. rflatiij i 
pflrfip A 
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(Yofifitlt 7 . _ 

a) w et 0 sont a la foi^ auverts et fetnnes de E- ^b 1511 

b ) .La re-uni&i^ tfune famillequelcoiKiue Jau verts de E esl un auvert de E. 

P L'intensetiian d'orse fantille quekanque de fermes de e est un ferme de E. 

c ) * L' intersect iun de deux parties ouvenes de E eit un auvert de E. 
rn La reunion de deux parties fermAes de E est un ferme de F. 

Remargin 

La praprt&te t) s'^tend par r&urrente aux families f ini bs mais el'le est fausse pour les families 
quelconquK. 

C opy n g hied m ate n al 




N LTfim el ili^d iiKi 



ExemplescfansR : 



» Un = 




*t p LW &1 

nS'V 



(Ui)^ si- «t une tomiltod'ouutm. 
n'est pat un ouvert 



V n 



I i.l 

n ' n 



, (VriJn^j- estunefattollede lemtos, 



et V’n =|0. H n'esl paS irn fEiTrto. 

ngM' 



2.3 — lntcrifur - Adherence - Fmnticrc 



DcrinitLon. 10 , 

E'anl danne une partie ho- vide A de £ r un point a?£est dil interreitr a A s'il existo o 0 
del que £W-a,r> c A (tone si et settlement si A es( un votsinage de n, 

« 

L'ensembto des points, intideurs a A est appeto rkitirieur die A et m\k A. 

Dtihniiion 17 — ^ ^ 

(riant etonne une partie non vide A de E, on point a € E esl dit adherent a a si r pour tout 
r> o. 4a boule Bda.ry & nw intersection non vidt> a vet A. 

L'ensemHe des points adherents & A est appel£ ['adherence de A et not£ A. 

Exemjsle 

* Soil A une partie non vide majors de R r ef le adcnel one home suptrieure M, 

.U = sup A esl I "urn que majdrtflt (to A adltofent a A. 

En cHet, si M est un majorant de A, on a M = Eup A si et seolement si i 

Vk >o, |m — jE r jWi riAH 0 
done si el seolement si M E A. 

* De meme, pour une partie A et H, non vide et minorte, m ■ inf A est I'unique minorairt 
de a adherent a a. 

M ftnM on id 

£tant donito une partie A non vide de E r un point a E E est dit point frontrire de A s'il est 
adherent mais n'est pas intfcieur^ A. 



_ ^ P^ftrtili.O'T'i iy 

Qn dil qu'tme partie A de E est dense dans E sr ('adherence de A est E : A * E. 
On dilqu'une panto Bde A est dense dans A si AC B 



HfcMOfl (taftt* 
j lllre dr LWTp'etrenr : la 
notion Kl ban pragrjmrro. 



Helimtkjn 20 

Point d'sccumulation ** ta9: ' 

On dopelle point d'aciumuldLiuri d'une partie A (to E tout point x de E ddherent & A\{*} 

Un tel point est taracterise par le lait que, pour tout rE I'emem Me jl r) n A \ {*) 

n'est pas vide ou encore que n a est infini, 

IJt-hnlrLCfri 2 I 

Point tsoli 

On appall* point Isoto d'une partie A de E loot point a de A poor lequel il exists r E m tel 
que Antlficr. r) soitrWuitft jc} ; 

a point isoli de A ^=t- 3rEHi, Afl 8p|fl,r) = {o}. 

Copyrighted i — rial 
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duttitre 1 . Estate* vsrarifis wrmfc 
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Lnnrft^rnKf : Ptw 

jb 

A* 0 , on [Hi ie A - 0 - A 

h i= &*a. 

hnt rrhr CDnvtntkin m 
ta(n*iin sent irain un 
MKun? ivstfirfcrL 



Propriety B 

Elant donnpp A partie non vide tie E it distinct* d& E, on post B = E \ A AJors ' 



A - E \ II 



A=B\ 



mi 



DS Par definition de I'atP^tence r 

ieF \ is <=* X f B -4=> 3 r * 0, EoU, r) Hi B ^ 0 

-a 

<=> 



3r > 0, fWx r) CA 



Pour A * E, la lonnute precedenire donne B ■ E \ A d'ou, en passant am compl^rflentaire : 



E \ B= A. 



^ |M> AetMwsi SI 
et wulmnl fi I* Kl ™- 
linage d* chiOJTi <ir sn 

jwinEs e'esbi-dirt sitTwu 
Ifitt^ii si ilImcut He ses 
points h> esc stw&rteui; eu 

si rt sculcfnrfil si 
■ * 

A r A ■ Comme .SfAisI 
TO pour Imrtr pirtie A, on 
a la p'fmi^e iqurviknie 
Ls sewnde i"*ft d£dui[ par 
pr,W av rwnpkmwntairf. 



. PmprSiit 9 

SoH A one parfia nun vide de E- 

a) A est un ouveri si el seulement si A = A. ^ <ZS i 

b ) A Pit un Itvme fl fit seulemenlsl A = A. 

1 PccpriM 10 

a ) L'mierieur dune partie a de Best la reunion do la lamille C(A> des ouverts de E indus 
dans A fust le plus grand dement de cette lamille. 

b ) L'adh^rwce June partie A de E est t'irrterwctioo de la famille S^A) des femes de E 
con Tenant A. Cest le plus petit Aliment de cette Familk 

er a) Soft Lf E<XA)„ U est voisinage dechacun dews points* done pour tout xE id, AEV(x| 
c’est-Adire que t/c A . En consequence en posant fl ■ M U, om a n G A , 

LtCTAj 

O 

Pour tout j£ e A r il Mist* r> 0 tel que FqOx r) C A done fioi.se r) E OCA etx E Q. 

II en resulte A CO, el finalement A - fl. 

. * 

Etant reunion de la famine e (Ai, A en est bien le plus grand element pour la relation 
d'ordrec. 

b ) Il suffrt d'appliquer le resullat du a) avec la propritte 9. 



C'est m cem*- 

qmncf *&V A«eT'. A 

Aver 1* comentwri (mew 
rant I'adh^rence de !» pdrtip 
vide, Ai^La obiieni 
FnAi- en. 



PHiprttre 11 

fbur toute partie non vide A de E, on a : Frt A) * A n E\A. ^ 1261 



ProprttEC 1 Z 

Si a est urw partie non vide de E, pour tout a e Eon a ; 

aEA r=i- d(a,A)-0, 

B3-; En effet dio. A) = inf { Nia -x}fx<EA\ done : 

d(a.A>aCi <rr+ VrElU . 3xE A flftd - x) * f VrE R+ , r>n A»* 0. 



Phjpitflt IB — - 

5i A est une partie bomte de E, alors A est bomee et AtAi ■ U.A). 

I 

Sort x et y deus points de A, 

Alors, pour tout r> o, il exists a £ A n {Mx r) at b€ A n fiatir, rX 
I'inegalite triangulaire donne : 

Six -y)* M* - al tMa- W + Nib - y) r+B(A> + r 
ce qui montre que A est trainee a vet 8(.A} * 6(Al + 2r. Ceci Marti vrai pour tout r * 0, on 
on deduit B(A) ^ HA). 

O'autie part Hndusion A CA donne KA) * &A) d'ou fitnalement 6tA) ■ &(A). 

Copyrighted material 
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tin-mes i'l dfolantn 



Example j Relation entire nommeis et eauuerts 

Sort E un espwre wtarid muni de deux names Ni et IVj telles que JYj ^ aAfa, a > Q, 
Morons Bi(a. rt la boule ou wrte de centre a el de rayon r definie par la nome ,v, pour (Ej 1.2}. 
Ces boules veriftent £T s (o. r) C err), (Wjtct. jc) « n J^(a < a r) , 

Done si U est un ouven de | £, .V] ’| , alors U est aussi un uuvert de (E. r.% j . 

Cm effet x etant un point de If, i| existe un reel r > 0 tel que £]<x. r) C U et I'inclusion 

^ (*5 

En con^equenre, si ces deui names sont efqutvai twites, Ik Kpaees vectonels names | E, .V, ) 
et (e. r-'a) ont les memos ouverts. 



C £ti(jc r) donna 8$ 



(* 5 ) cu ‘ 



Example 5 Adherence dune boult 

Montrer que Fata r> * f^(a, rl r 

II stiff it de verifier que rout point x tte la sphere a a. r) est adherent a fa bouie ouverte £M a . r). 
Notons y a n + j>r x - oil' image de x par rhomolhetie de centre « et de rapport ijc e ’ 0. 1 [ . 
Cafculons lea deux normes : 

II if- a II ■ M'll *-«ll ■= pr et llw-*ll * ll(l-i*Ha-*)|| »£1 -p>r. 

Pour toutae]0. r[ avec 1 - j * p * i, on a p,r< ret(l - p.V*a, doner 

y £ SoCa, r) n &df.x, a) et ffafa, r) n E a (jt;u) - 0. 



Exernpk 6 Adherence <fun sous-espace vectoriel 

Soil f un sous-espace de E, eipace vectoriel name, 
a ) Montrer que son adherence F est un sous-espace vedoriel de E 
b ;■ tn deduir# qu un hyperplan tol spit lermi scut deni* dan$ h. 
a } ll s'agit de verifier que; si x et y sont dans F et \ dans K aloes x + y€FetlueF. 

U definition des points adherents a F indique, pour tout r>0, r existence de points « et b 
de F te+s que : H x — a | < r e! || y - 1 1| * r, 

AlOrS Ik maprations ; 

|M.j( + y) — {a + fcO || *5 1 1 jc — n|S + || y - b|| ^2r 



' £7 ' i Car ui-b et *a 
appam^rtent a F. 

*S. i:2fiJ Voir en AJyMjn- 
6$Qm£trie, In tarart^iiMWn 
dK liypemta-ri 



|| Xx-ha|| = |k| ||x-a||«|X|r 
Suffeent k prtluver que x + y 61 Xje Sont adhirenls k F, l2T:i 
b ;• Supposons maintenanlque F sort un hypeiplan nan ferine de E. 

AJprs il ettiste edans F'- F et la draite Kr est un supplementaire de F- 
fnisqu'ilcontient f et Kc, te sous-espace vectoriel Fconlient aussi hc©F, c'esf-l-dire que 
EC F, Ainsi F = E : F est dense dans E. 



Extm pk 



Distance a une partie 

Soil A uii« partie non vide de E", espace vectorial norms. Marnier que 1 
Vx;y€E, j<KxA) - cHyc A)| « ||x- y| f 

Fix ons deux points x et y de E. Alars pour tout point £ de A I'ineqalrt^ triangula ire donne : 

Done avec d!U- AJ ^ || x - z \ |, rl vitttt d( a - , A> ^ || x - y || + || y - z , | r S&il J ussi : 

dCx A) - || A' — y|| * || y — z ||- 

Ainsi d(x. A) - |U jc - y | «t Tun des minoranls da 1 1| y - z>| / z £ Ajf, ii esi done inferienr a 
Slty. A'y qui Kt Ie plus grand de ces minorants el cn obtient : 

d(jc, At — 1| x — y || ^ di y, At C r est-A-dire dr. a; A1 - d( y, A) « || jr - y || L 
En iklvangeant les nWes de x et y, il vient alon \ 

dty. A)- d< x A) “5 1 1 y — jc || =J| x- y|| 
d r oti finalement ■ jdi.*, A) - di y, A>| || x - y ||. 



Copy rig hied 
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Chopra 1 : CspaoK Mertcxipls norm?? 



ExcmpJe H Interie-ur et adherence d'un coawexe 

tj 

Soil A une parti* non vide et convene d'tm espace veeforiei norm* E Wonlrer que A et A sent 
convenes. 

a ) Prenons deux poimts x et y de A et y&rifiorYs que, pour tour reel < £ \0. 1 ], le point 
z * ( 1 - fix + ty est intfrieur a A, D'apres 6a proprtote 5, il exist* r > 0 tel qwe, pour tout 
vecteur u vtffifiant ] j u || < r, les points * + u el y + lj »nt dans A- 
Comme a est convex*, £1 - f){^+ u) + r£y+ u) = z+ u esiausii dens A done JSWjl r)CA 

o 

Ainsi * est inlirieur a A ; A est convene. 

_ 

b J Reprenons les wtations pcetedentes awe, cette (ois-ci, x et y dans A r monttons que 
z ■ { l - t]mr + fy est adherent a A, 

Pour tout r > 0, il exists deux points « E A n ft 0 (x r> et b e A O JE^f y, ?)- 
Notonb t = ( 1 - t }a + tb. Par convexite ffeAcMiaeeAit verifions qua || x — c || ■* r : 
l| 2 -c}\ = )| £1 - tX* - a) + tty - b) || Ml - t}|| x - a|| 4 l|| y - h ,| < r. 

Ainsi An Sot z. n cotrtieni c : done z e A, il en rirsultc que A est convex*. 



3 - Suites dun e-v-n E 



flpriiinjM^r tffi 

I'flgtt li dp .iii itehr-Tkj'i a 
Iranvpnwn aj cai d'lmr 
application & % dmt e 



La notion de suite a valours dans J? chi C a et* ftudke *n Analyse - MPJl. 

It fanl donn* un V -Fspace vectoriel S, on delink de maniere analogue : 

. les suites de E, ctmme applications de \ dans E, notations ; lu(u«}.<ufi^, I'ensemble des 
suites deE est nut&E*, 

. les suites cfe E detunes h j&Jitir due certain tang n, ? e V comme applications de [ no. +oo |] 
dans E, notation : (un)^ , 

. les operations Sur E ' : addition el pruduit pfur un SCatalr*. E 1 est un K-*Sf)*» VKtwiil, 

. les suites extraites d' une suite donn&e i im hs EK'. 

Utlinidon £Z 

Suites bornees 

Une suite (un) p de E est bomee si et wtdement si il exist? A G FL tel que : 

Vn€M. || un H A t £ ,29s 

t'ensemble ArE) des suites bomees de E est un sous-espace vectoriel de E 4 . 



u miUM 6t vjk 
cflf w w gw uie dans E asi airrsi 
ramcnie h odfie- de suite 
utfmeigerfr dwrt R. 



18 



Utrlirilicin '2$ 

Suites convergentes 

So*t u une suite de E et n un point de E, 

On dit que la suite u a pour timite a, ou converge vers a, si la suite reelle n -» || roi n |. 
a pour limit* U. 

Onlchtalors: liiti un a a lim || "*|| = 0. *i f!ea ' 



Khmhiuci 

1 1 Une suite COuvergenle a un* seule limits. 

2 ) Une suite cemvergente est bomSe. 

3 ) L' ensemble ittE) dfls suites convergentK de E est um sous-espace vectorid de 3l( E)_ 

L'applkaiiion L : ^£.E] E. x >-» Hni estliotoire. 

4 ) Si la suite U converge vers n alora on p*ut definir, pour tout rt S h ; r„ = sup || - * || . 

pxn 

On constate que la suite reelle n - + r n est positive, d^cmissanie et couverqe vers 0. 

uopy r i jjT itocT m atsr i al 




e" dnLmtn 



lJefuiitiuft 2i 

Suites de Cauchy 

Soil u uue suite bomfce de E, notwis & n = tup j | - uq |/p ^ ji. q s n }■„ 

On dit que u est one suite de Cauchy si la suite reelle ( S n ) , . converge vers 0, 

Remarques 

l ) la suite ( A n ) F est d&roissartte. 

2 'f La definition s'ecrit tradilronnplleinent ; 

Vf * 0, 3n € N. VjD 3= n. tfqsn. || Lip - Ltq | ■= s, 

3 ) Il est commode aussi d'iniroduire : e n « supj u n * P - un ||. 

h est une wile de Cauchy si et seulemeot si lim e„ ■ 0 . 

Jl— t+» 

_ u&juxyt .... ... _ . 

Valeur d'adherence 

On dit qu'un point a de E est valeur d'adherence de la suite u de E s J il existe une suite 
e*(rafte de « qui converge vers « r 



rnMmiiicm 

Un espace vectoriel nornr^ est dit complet si r dans cet espace, toute suite de Cauchy est 
un estate pithiibn- convergent?. On dit slots que c'esl un e space de Banach. ' 

two rarpW fH appp^ un 
«ip«e 0? Hlttnim. 

Defimtion 27 

Une parti? A de E est dite tomplett! si route suite de Cauchy Fums£e de points de A esc 
convergent? dans A 



PfQpfltlf 14 

L'espace vectoriel norm£ f “ ( Ej 

Sort .S(p:) I'espage vectoriel des suites homees de E- 

L' application | ■ j| ^. ; 94E) -t ffl„ i— sup || | est une nmrme sur ME}. 

n&i 

L'espace vectoriel ncurn^ f cB <l&>. 1 1 ■ j| v ) est note I ''{EJ. 



| "Jj MK | 

t* r-ff^jljjant au 
trewin n par u— T, f£E, il 
en rtsulte que tes nawns de 
'.uiive'yvme ei lie finite ir'une 
■suit* «nt Kiectiquej djns 
(E.flint si el seule- 
m^it (i rsgrmej fSI, pt 
Mini equiuakrnn 



Thiufi'HK' 1 

Normes equivalents et suites convergentes 
Scat 1V1 et Wj deux nornies de E. 

a > Pour que lout? suite convecgeant vets 0 dans (e. iVj) soit convergent? vers 0 dans 
,\i 1 1 4 il taut et il suffit qu'ij existe un nombro reel [j > ft Eel que ft h * Wi* 

b ) Pour que, pour toute suite n de E, t< converge vers U dans (E, JVj ) soft equivalent a tt 
converge vers 0 dans i E. JVj ) , il faut et suHit qu'i I existe des reels a > 0 et p >0 tels que . 

aJVi N-i >S li,v n . 

C3i' a } Si n -2 * ^iVj r soit [jJri). ;i e convergeant vers 0 dans (E. ,Vi) . 

On a alors lim fun) - 0 et iVsl un} p.V^|u n ) done Him 

\ i \ t rt-noc ' ! 



Supposons nta intenant que toute suite convergcant vers 0 dans {E. JVi) soit aussi conver- 
gente vers U dans (E. W 2 ), 



Copyrighf"^ 







Chaplin* t : L-spmm v*cifir#li iwmes 



S'il n r *iistarii pas de red £ > 0 tel q m jVj ^ fliV lH le rapport ~ serait non ma- 
jor^ sur E \ {d}. Poor tout n 6 % on pourrart done trouver un GE \ {0} tel que 



^ | i UrL i ^rta qui s'4crit % { — ^ — r^l 

«i(un) ^ * Vnfli(un)7 



* I, 



La suite da tfrrnia g£n#ral L' n 



Un 

n.JVt(LIn.) 



ne converge pa; ver$ 0 dan$ (f, «r 



jV^ftfn) =*■ I. et ells converge vers 0 dans (E r N a ) car JV|(un) = ^ ■ C'est contrail? a 
I'hypothfeM de depart, Pexrstence de p. an results, 
b ) On applique deux bis le a) . 



^popriefd l S 

Relations entre suite extraite, suite ewivengente et suite de Cauchy 

a ) One suite convergent? est une suite de Cauchy. 

b ) tine suite extrait# d r une suite convergent# u esc convergent# eta la meme limit#. 

c ) Une suite extraite d'une suite de Cauchy est encore une suite de Caudry. 

J ) line Suite de Cauchy a an plus une valeur if adherenra a el, dan; ce cas, elle converge 
vers □, 



m a) et b) : wit (im) convergent# vers i dans (E, || ■ || } . 

Pour tout#* d,il exist# no£N tel qu#¥p eft. p^no =v | up — < |j * 
Alms, a) est consequence d# |lmtgatit£ triangulate ; 

II tv “ U, II * II Up- < IK II <-iVrl|. 



Pour b) r si (ljh) est extraite de (ufi)^ il exist? v : N -» N slktement Uufcuiita telle que 
pour tout n £ ii^bu^ih,. 

On a alors pour tout pe foi, vip) s* p done p ^ r^, donne <p(pj st T \q et la conclusion en 
tesutte, 



c> et d!* . soil (ua) une suite d? Cauchy de [E, || + ||). 

Pour tout r > O r il exiite S Ntel rpe V<p, qJe N*, p^no =* || cv+ci - up || < e. 
Pour cj r si (un j = (u^j,)) est extra ic de (un) , jP la conclusion bsulte encore de itfpS p. 

POut d), si ft «t valeur d^adh^rence de la suite de Cauchy (un), it exist? une suite extraite 
(u^) de limite a. La conclusion result? alors de : 

|| un - a || * K iv - tVirt, II +■ II Ufw - a Fl 

* sup Hup-Ufll + lu^-nJf, 

p * r? 
ipfl 



ea 1 - 331, C'MX i-drE uridi- 
risAUsri an i-.^eu Jn tuiiai. 
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ptvsfidfi^ie i f> _ 

CaracterisatiDn sequenliellc* d« points adherents, des ferrous ** 133 ' 

Soil A une partSe non vide de E. 

a ) Si une suite de points de A converge dams E, alors sa limite est un point adherent de A 

b ) Si un point de E est arfvfcrefrt HU exisle une suite de A qui converge vers ce point, 

c ) a est un ferm£ de E si et Hulement si A contientla limit? de tout? suite bimee d? points 
de A et convergent? dans E. 

IL4' a} Ave< (i^) e a n et lim uri = f,ona: 

Pi— *#D0 

A)* II f-nJI et 3im || f-Un I = 0 

n— 

Copyrighted material 







fludr locilr rip* .lpplMtci'H Corrllnuilv 



do™; d(£ . a'i * 0 ce qui sfcgnifie ( G A <rf propfi£t£ 12}. 

b] Supposes ( E a. Pour tout n£V, il existe un point on de A tel qua : 



f -an!l * - [IF An R a 



H) 



n'Mt pa* vide. 



La suite (a,, ) convey vers, f . 



c) On tail que a esi un fem£ si el seubment si il wntient tous ses points adherents (d 
prOpnete $f. La conclusion results alors des propotidons a) et h) 



B. Etude locale des applications 
Continuity 



Soit (e, || ■ II) et (e | ■ | ) deuK ft-espaces vertofiels morrnfe, 

£t j it durlria D parts non vide de £, &\D, F) design* f'enserfible des applications da D dans F 
e'est-i-dire I 'ensemble ues Foneiions de Edans F, dnni l'ense;nble de del niton est n. 

&(D. F) «t «n K-espace vectoriel pour l« operations usueltes r somme de deux fonctions et 
produrt ct’une tonctfcn par yn scalaire, 

VV.g)E 3H D r Ff J + g : x fi x) + g< x > 
Vt€K,V/€#(D r Fi X/ : x<—\Jix> 

Dans le cas partioilieroii F = K on dispose de I'opfration produit de deux fonctions. 

VtfgXz^A.K) 3 Jg : x*+f(x)&x), 
el -ffo. K) est une K-algebne commutative. 



Li mite - Continuiie 



Cert w qui justj&e 
la notwon 

lim fLvtb. 
X—KA.rf=A. 



, Definition 2d 

Limits en un point 

Soil/eKD.nACDHaiA 

On dit que/ admet one limite en a suivant A s'il witte un point h rip F tel que : 

Ve > 0, 3a:*d. VxE A. || x - a || * <± =*■ 1 /CkI -b| cf. (1) 

On note alors lim fix) ~ b. 

x-hlxEA’ 

Remarci lies 

1 ) S'il enisle b et Jb 1 dans F v&ifiant (1 ) alon b • b*. ^ 1 U: ’ 

On a en effet ; ¥.t E A, |fi - fa' | « j/(x) - te + |/tr) - 5 f | done en appdlquam; (l|, on 
Obtient: Vu*G. | b - | * w, ce qui exige b w tf . 



<My ^ ^ig W i.i moric- 
Ult de/ h i. 



^ ' ttnie I'extension 

jnikiguf* foirf-ipandaiTf ,iu 
■C35 d=-w, 

knie I'extensicn 
aqat&gme correspondant an 

{Si ik=-oo. 



2 ) Soit .1 telle que A C i C £J, si lim /(xt = b aiors Lim /| ■ be ^ ,3B 1 

A— ycLvELA j:-taj£A 

3 1 extension dam le cas oil E ±= R. ns+«, ADla.+ooil, a Eft, 

Lim fix} = h se traduit par : 

JU-t+DO 

V**0. 3£eA, VjfSA, => |/t*)- fij < t. 

J | Emension dans- le cas du F = R, tj = +-sc. • 
lim fix) = +xr se traduit par ■ 

Jf-rCUCEA 

3n>n r VxEA, || x — a j < a => fix) > tt ^t ,3T) 

_ Copyrighted nagjirial 
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Ctapitre l : hpassrs wetmiels rormei 



5 ) tes netis* (exigence d'urie limit* et valour de la limits) sons invariants*. lorsque Ton 
retnpface fa normc de E (ou de F) par une norm* equivalents 



Ht I'imagp 

i4CfMC4jfr de V per/. 

CM rHJL'Vdkrtfi W4ieft[ 
vr.nr', dans k <adT cki 

EKteniipm p(^o#derflFs (ii 

bommi* quVn vasirwge 

Be 4-s: $icspt — i-^i|- Bst urc 
IHTlje dp H [QrafcmjKit nn 

iralrrualE- |A, + x \ {inp. 

3— rjo Jfh 



Pti>prJik£ 17 _ 

Interpretation en termes de lmisimages 

Sott/€ F). ACD, aEA « bEP. 

Les propositions suivante; »nt isquivalentes : 

{1) b= km fix). 

t i n pT~ A 

(2) wem>, auerfa), jwnA>cy. 

(1) W6T[b), 3LreV(aJ r U n A CJ ~ l ( V). ^ (3S? 






Si F> = lim .fix), LduI vuismaqe V cte h cOnlienl une buule K 0 l fo. *), e > 0 fit d'dpr&s 
la definition 23, h e on pent assoder r > 0 tel qme.f (a n tibfo. rJ) c fiothe) c v. 



Ainsi, 0 = EM(t r) esl un voisinage de ft verifiant {2). 

51 (2) «t verifier, paur tout r. > Q, £S 4 yl i>, *) etont lift votsinege de ^ il exists (/ vpisrnage 
de ft tel que/(/t n U) c HflJl b, #:), Or u contient une bade ^ a. r). r * 0, et On a done 
flA n r3>C Beth, e). On ainsi nelrduv£ (1). 



L" equivalence enue (25 et (3) tient a la definition June image reciproqoe. 



' ttant dki™i*¥ «ED 
« r >0, il Fpsrnl dp cpfls 
dflhilian qua / eiL tcnlinuL- 
*n a 51 ?t Mulpmpnt si -sa 
restnflion i DriB^n.^ «i 

cnnbnur rn rj : la ianhru Ir 
fit IIW pnqrfklp Jnrxil#- 



l)r hinriuLi 29 . . . m ii^m 

Continuity en un point 

/ € D. F) est continue en un point a de D si/ admet une limit* «i « soivaot D, l39f 



Remarque 

Lui IrrniCe de / Sn m survartt D ne pe-L't elre que j{a). 

En effet pour x ■ « la condition || x ~ □ || < a esl realisee quel que soit a ■> 0, done awe 
J>= {1) danrtt Vr > 0, [/(a) — ls| < r., de qui exige J> =/tftj. 

X x<=3 

Aiosi/ est continue en « e D si et seulemmt si km /£*) *JXa) f wit sr el seukment si ; 

Wd 

V*SI!, 3r€R; , f{D n r)) C t) . 



Dtrhuilion L W 

Conlinuite sur une partie 

/ E M D_ F i #4t continue sur D si / est contimw en tout point 6e D 

(tort donne ACD.on dit que / est continue sui A torsque Id restriction j] A est contimie en 

tout point de A, 

tx L finJilofl 51 , 

Cent inu ite unifo rm e 

jf C [i, Ktest uni fame meat contirue sur A C s.i : 

Vr >0, 3n > 0, Vix j/iGA 1 , | X- tf|| * a =4- |/U) - /(y>| e. 



ftcntAttl uc 

Si/ : a -t F Kt une fonctioti born^e, on peuHWfinir ta fonetiort : 

6 : ftt -> , h •-> 8(;h) * aupf [/"( jr) fix. y) E A £ „ || jc - y |f * h}, 

Cette fonction h est positive croissants. 

Lunifoirne continuite de f sur A est caractensee par lim S£ h3 = 0. 

n-FO 
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Copy rig hied materi al 




^ Cmrtf on «mdi 
CW : 

Wjt.y&£A a . 



r S-. ' J] ‘ On v*rifip lifilmwnl 
qur I r-L i r- '. If* regions inlrn 

dulses prkgdmroeirt : li- 

rtiiCF, Lc-nrmuiie, LLT'riuili 

unlfofme. imentm Ipschit- 
Jiennei, ‘imiikimuip‘1 
son) mwjrijnlvi par un cbm- 
qement * non-ws eomiva- 
lerttei ddiii. Ji ju P. Mdis le 
n'es-l ^idemmcnL pdi It CM 
ptv ks iscmfOies. 



Elurif lot .Hr Jr", nqrdii.il ere, Cmlinurt 



[Jchnliitiri 32 .. . ... 

Fonction lipsdiitfienne 

/ e WD, FS eit dite lip&thitiienne sur A C fi si (‘ensemble : 

= { u l*Z*f /l< e * 1 ■ v ** ^ j wt ma i wi - 

Si I? k »t un majorant du R, par temple si k = sup R, on dil que / est lipschitziennedc 
rapport it on iHipschitziennc sur A , --. ,,4 ' ni 

Excim ries 

• ['application ,| ■ || Inorme) est 1 -I ip6ctiitziienine i de | E, | » ||) dans R. 

En eiiet, la deuxieme ifi^galitfr triaogulaire daone : 

• A etant urn? partie fixes non vide de E f I'application ^distance £ A* , d A : x ■—■ du. A) 
est I-lipscJniteieone (voir temple 7}, 

Delimtiun 33 

HomtemorpNoH 

Salt A une pdrtie deE.fi une partie de F r el f one bisection du A Sur B. 

On ditque /’ ed un homeomorphisine si / est continue sir A PtJ' 1 continue Sur H. 



Dcjimiiun 34 

Iranttiie , -‘ 41 

Sent A une patfie de £ r el/ une application de a dens F. 

On dit que / esr une isometric si, pour tout couple ix, y) e a * ; 

l/ttf) -J(X)\ » || |f - * |[r 



Thfatmc 2 ^rcr~" 

Soit/ e Md. Fj et A C D, Les propositions suivantes sont equivalents : 
(t) / st conlinue sur a. 

(Z) pour Igut ouvert V de F r / aV) at un ouverl de A. 

(3) pwr tout fe<ne w de F, j" *( w > est un lemte de A- 






ns ^ m 

Soit V un ouuert de F. Pour tout a E/" b =/{a) esi dans V done, puisque V est 
ouvert e'est un voisinaqe de b. D'apres la preprie'e 1 ?, il exists L 1 uoisinage de a (el que 
r'(V)Dtf n A ce qui prouve quej' _1 ( V] est voisinage de a relalif a A, 



Q) * (I) 

Soit a€ A et b mfia). Toul voisinage V de bconiient un ouvert 1T|> tel que CVpCi/, 
aldrtjT i est un ciuvert relatiF de A eon tenant a : e'est un voisinage de a relalif a A. 
Pone / ^ V) Df 1 ( V, j :■ kL parliament un molslnage de a rtiai; f a a ei, d apres la propriele 
1 7, on a ] i Kt fix) =/(«> I / est continue en a. 



(2) < (3S s'ahlient par passage au camplementaire. 



PrupriCl^ IB 

Ca mparai son des divers modes de cent inuite 
Soil/ ? FJ, A C I>el les pmpn^tis Suivantes : 

(t) / esi lipschitfienne sur A de rapport k r 
(2) / est uniform&inent continue sur \ 

(3} / est continue sur A 
Alors(l) =* (2) {3}. 

' ' ' ' Gu py r i y r rled 
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Chap's® I . Espies weettftafe mwir*. 



Proprwte 

Caracterisation sequentiell u des limites 

Soil/ £ StD.F’i.A C Det a€ A ; lies propriety suivantes sent equivalents : 

(13 / admet une limits en a suhrant A, 

(2) pour toute suite ( n n ) de A qui converge vers a, la suite (/(an) ) de F est ccnvergente. 















- 0) =► (2) 

Nntons !> = [jm fivi et eonsiderans une suite \& n da A qui CcmverqE vErS a. 

X-HLXEA "• 

fhypathyse ¥it > 0, 3a * 0, Vjc EA, || x — a || < a =» 1 /"Cjc> - bj < t (krone l J S«i5teft£l 
depGN teLque n || cm - a |j * a =*■ - fc>| < c, e'est-i-dire qfweila 

suite (/{ an ) ) K converge vers b. 

- <U * (D 

Si (fln) N el [onj^sont deux suites de A qui convergent versa. alcm les idles (/(an))^ 
el (/(ffn ) convergent dans F ; verifiqns que leuis limites b et b' sont egales. 

Pout tela, il sulfit da mixer les suites |a n ). et{a^l, en notanl : 

( <-'Vn * On 

^+1 * °n 

AlOfS (im Cn = a et lint /(s^J ■,[>=: lim * b\ 

It-V+ao il-H-oc PI— t-+ot> 

di s’ensuH que F? est la seule I mice possible de/ an a. 

Par I'absurde, si / n'admel pas b pour limite en a : 

3e >0, Va > 0* 3jk £A n BoCtt-n) tel que |/(xa) - H ^ 8 

d'ou en particulier ; VreN', Iftn € A lei que || cn - o || < ^ et [/(<tn) - fc| > «. 

On a ainsi forme une suite (oh ) N qui converge vers ft sans que la suite \J (cm) ) ^ converge 
vers b r ee qui est cunuadictoire. 



^ 1:42:1 D'aprts Id rarat- 
WrisdliW lAfltftfidle 
part adWrcnt, 



Remarque 

Avec/ 1 A Fd a £ A et b = lim fix), on a b E/W). Id" a pres la caracterisation de 

JC-HUOEA 

r adherence par les suites). 



PropriOti 20 „ 

Egalrte de deux applications continues 

Soil/ et g deux applications continues de A dans t, et B une parlie de A dense dans A, 
Si/ et g coincident $ur B a Ion, elles sent eg a les. 



m 



II s'agit de pitWKf rjut/jp = g| E =* / = fl. 

Tout pci nt x de A esl limit? d'une suite iv M de points de H r ^ |1L et la coni nuite de/ 
et 3 en.xr ctorme : /(jif>= Lim /(.en'j < sl*}= lim g(j<fi)-^ | i^ue/i B = g| H les 
suites (/(**,] ) N it (g(xn}) N sail egales et on en dMuit/U> = gU> 



Prupritte 21 

Composition de foncti ons continues 

Suit E.fC trois espaces vectoriels nornes. A une partie de E, B une pa Tie de G, / une 
application de A dans F et tr Une application de B date G. 

Si, de pl us./MtC B. on dispose de I'applicjtion coirposee g 0 / de A dans e. 

a) Limite 

Si / admet une limite ijennGAetsig ad met une limite c en b aloes g°f adnwt c pour 
Dimlte fifl a:c= lim go>J\x), 

r—, qjl&I 

b } Continuity 

Si/ est continue sur A elg continue sur 0, alors g □/ est continue vur A 

Copyrightedltiato ri al 
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Irudc l» air dr» appkjrlians, Cun | '.ru1r > 



m 



a) Utifisons den* lois la propriety 19. 



Hi qui piEUVE.. ifaprts 
l.i CJRdPfiwtK/i ?4iWSntipHf 
fles points *3hwfms. que 
bEB. 



Soil (xr,)^ une suite dt A qui converge vers a, alors la surte de B converge vers 

b r ^ 1431 at la suite {?[/(*□))), converge vers c. 

h ) Corollaine immediat du 



Propriety 22 

Proprietes [ks isometries 

Soit K et F dEusc espacps vectonels nornks, A one partie de. R, et/ : A -+ F une bom&rk. 

a ) f est lipschrtziqnnede rgpp^rt l„ done / untfomkrnenr continue SWT A, 

b ) / est injective <ckinc elk indurt une bijection de A sur d ■ Ji a\ demt la bijection rficipnoque 
J~ 1 r B -t A est une isom&tr ie ; / est alors im hom^morphisme de a sur B. 

r ) Ld Lumpasee da deux isometries est une iscnetris. 



Propriety 23 

Operations sur les limites 

Soit/ r A -a F a g Ft t a€A ainsi que y ; A -+ K. 

a] L p «tistencede : 

u = lim Re} . v = Um fflixS . m- * Hint tOc) 

X-*tL/&A X-HLXfLA *-»cLxEA 

loumit les nouvelles limites : 

lim f{x) + at*) ■ E4 ■* o 

jr-+auceA 

et lim = uu. 

b } Si F = Ft x ... k Fp est un pmdrrii d'espaces v-ettoneb normts et si/ : A -* F est 
dwitke par ses applications composanies : 

X >~+f(x) « (/itx), • - . ,/ptxl}, 

aldrS / adffiet une liniite Ji #n a suivant A si et Seulemervt si chaque Jr, i ^ [] l,p| r admet 
une limit? i* en a survarit a. Dam te cas : 

it — ( J?i. hq_. ■ ■ ■ ,bp). 



L/f 



a ) Pour la deuxi^me Formula outer le decoupaga Suivant : 



ifOU/W - fJ-Ei = Mfl>J - ji] /!» + (i - u] 



qui permet de majorer |^-l .* /'I, a ) — pu[ par I'iiiegalite trianqulaire. 



b) Pour montTer que E'existence de Jim fix'* impliquc telle de Km /itxij pour 

x— »h.*£A jt— kutEA 

tout re U L pi util liar la norms Sur F dsfi me par : 

|I(x lr ^, . . . -x p )|| » aup -|.xn||^ 

K(*p 

od II - 1 If, est la norms sur Fi, 

Pout Id T-kiproqu? Utilisar la no? me sur F define par : 

P 

| (’*!■*£■ ■ J ' .^)J|j = ^ll-wllfi ► 



•opyr 
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Chupm 1 ; EspK^yetwnsIs ncrm^s 



(Yopneie 24 

Operations sur les foncti-ovis continues 

a > t‘(A. F> ensernbie des ionctiors continues de A dans F est un wus-espace vecloriei 
de MA. Fi- 

b |i C(A, ki k t uiw sous-algebre de off A, K). 

c) Si/ : A^Fetsf ; A -* Ksont continues sur A alors f/ : A -4 F est continue sur A 
V- 44 * u rterro f « 1 d ) Si/ r A -4 F est continue alors |/| : A -+ R t est continue. ^ I44t 

f ■ |. 

e} Sd if' : 4K est continue sur A et w s J anntHe pars, aloes i : A =4 K est definie el 

*P 

continue Sur A. 

f ) Si F =r F\ k . . . ?f F p est un produit d'espaces ved oriels nonmes et si/ : A -» F est 

donn« parses applications pompcrianEK^i--*/U>= (fit*). ■ ■ ■ r 

alors/ est continue sur A si et seulement si chaque / : A -4 F t est continue sur A (1 « i « p). 

US ' Ce sent des Onttfa|iianGl des operations sur les limits 






E et F soot detut espaces rectoriefs norwies. 

Soil/ : iT — f F o&ntihue SUf £ tit A C £. 

Montrer que. si A est dense dans E, alors /(a j est dense dsmflEk 

D r apr£s la cawcterisation sequentielledes points advents* A est dense dansE si etseulement 
si rout point da E est limited'une suite de points de A 
Soit done y : il estisle vG B tel que y =/(x), 

Puisque a est dense dans E, il ewite ume suite ( «n ) , de points de A telle que x = lim 

y ■ ™ n*-+-+« 

Alors la continuity de/ eo jy danne : /(jy) = Him /fjtn)- 

Ainsi y6/<E) est limife de la suite {/(xhj), Format de points de/i ai. 

Ceci etant vrai pour tout ye/iE), on a/tE)c/(A). 



Exeitipk 10 Soit/ et rj deu* applications continues de E dans F. Manner que ; 

A = j.r££ /fix I = gl x ) } est term£ , BajrEE fflx) * &jtl } esl OUYETt, 

On observe que A et H Stint lei images r&iprtiques respect ivfis pur g -/ du ferine /OJ de R et 
de I'ouwrt ]0 , +oc[ de R. 

Cumire g — f est continue; A est un ferm^ de £ et E est u ft ouvert 



2. Relations de comparison au voisinage d un point 



^ <45 1 On dir qu'ent pre- 
prielf -s m hT.nr *1 au wnw- 
rugr-denn it ct mJrmrfit 

sr il Eflsre S r tTd,iai tel que 
:Kjc'i »lt erale poor wui 
#ev. 



Ces relations ant cle imroduites en Analyse - MPSt, chapitre S r dans le cadre dts Foncuons utiles 
dune YHridble rielle. 

E, F, G sont des espates vectoriels nonm^s de normes not^es | - ]| , |-| F . | - 11 0 , A est une 
partie de E el a un point de E adherent A A, On pose alors ■ {An r> / re Rl}, 

Dansle cas oti E = R, a est m point de R, done eventueHement a =■ +oc ou a * ~oc.j eton pose 
alore; V^t+wjl ■ {ATl]r F +T»[/rE R} . = {Al*»l - wj. r[ / r<= R} , 

2.1 - Domi nation - Preponderanicc 

/ et g »nt des. functions delinies sur a a wHeurs (fens F et G ; / r A --+ F , y ; A G. 

IKdiPiliun 35 

/ est domineo par g au yoisinage de a suivant A et on note / = CafjJ ou/ = Ofgt, lorsque 
3V£V a («i, 3fi£R;, 'ix e v, l/Prtly ^ \|jCx))o. 
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Ccim|ilrl5 - L tfripo: I l : i n n l 1 jw aft 



_ - . __ UfigUgo i(j ^ — 

/ est negligeable devantg (ou g preponderant^ dewnt/h et on not-?/ - on/ = # 
lorsque; 



*s > 0. 3 V € Tj|<a J. V,v € K r s - s t&Ki \ c , 



tomi anei 

1 ) Le tas E = ft A = V a = +oc donne l« rdtaEioos de- comparaisofi entre -suites h valours 
dans un espace vectoriel normf 

2 ) Lk fonrtions / et g consider^* ant un ensembte de d«linition tommun (id Ai mail ne 
prennent pas itecessairement leurs valeuis dans le meme espace vectoriel I ici F et G). Eri 
fait, seules les fandians norm« interviewwnt : 

|/|f : A-» R,*-^1/X*l|p el (j| Q : A-t R,.*'-*|jp(jd| ( j< 

Dont/ = j'ln tef prttt en |/| F = Oa (tolo)’ 

En particulier,/ = oai IKignilie Lim fix '} » 0, 

r mjirrt 

It est d usage courant da comparer, par example, un? Suite complex? uu vetiorielte 4 une 

suite teelle, |— - ^otPsignifie Jim — ^ — — 0.) 

n + t n- +4sci n + 1 

Dans la ikhi«mi les operations sont legitimes dans les espacesvectoriels consider^ Toutes 
les propriety des relations dc de domination el de preponderance exposees en Analyse - 
MP5I restent valsbles. 

2,2 — Equivalence 

ft <tg sail des fonctions denies sur A a valeurs dans le meme espace veet&riel norme F. 



ft 1 '' Pour ittUTfir I'fiiv 
Ipfwc df an dr 

Un-W|. 



Pdintnon 3” - - — 

/ «t equivalent? 4 g au voisinagede a sui^ant A, et on note f-g, lorsque/ -g = ouigf- 

£1 

Kcmartiues 

1 ) Pour l'&qu.i valence de functions ou de suites, il est invpdratif que I ''espace d'arrivee soil 
common. 

l ) - psl line relation d' equivalence Sur I'ensemble deS fOrtCtidfiS definifc au wiisi nape de a. 



C. Complets - Compacts 
Connexes par arcs 



l , Kroprietes ties es paces complets 



FtcfTUfqun : 

Les definite™ d"«p*:e 
■mlnriel nunf unfciln #1 
de pjrtip rompiite sem don 
nte- en z& et Z?. 

Le pasHqe d'une norme 
& lfw nx-nie fqjrxdlente 

DP nnjdrfip In suites 

de Cduchf. nJ la nature 
dr I'espare. 



Pncjpneie 2S 

Parties fernteeS - Parties rompleles 

a I Toute partte (ernwe A (Tun espace vectoriel norrw complet E est cn<mp3ete. 
b ) Twte partie complete A d'lin espace Itedoriel norme £ est fermee. 

tr € 5 " a } Une suite (a n }. de taochy formee de points de A est one suite df Cauchy de p?_ 

E £tdiit complet cettc suite est corwergente, or A est un fame de F, done la limits de la 
suite I Ci ,3 L est (tens A, 

k f r\| 




CJaprtw I : Eimaies wclweli owmAS 



h ) Soil (xi)^ un# suite c&rvuergente de E Forml# de points d# A 

Alors {jrn’l . «t un# suite de Cauchy de E f done aussi de A 

A etant une part«e complete de E, la wile (xi) Pi converge dam a 

La caractMutlafl s^queotielledes Fermfe prouve que A«t un feme de E (prapriltl 16, c}). 



Thrnrcmc 3 , 

L'espace { ft. | . [ ) est complet. 

O 3 Si fii n ) r Bit une suite de Cauchy die Ft. elf e esc burnt", done dapres k iheureir# de Bolcanu 
Weierstra^ (voir Analyse - MP$I, dhapitre 4), pII-p admet au meins un# vsleur df adherence 
(, mais dans ce cas, on sait (voir propciete 1 5, cl)), que (un). converge vers f. 



' On vein dans 
I'etudt w* p.M'n do dimpn' 
sifln Fra* q^ *q i$wlW ert 
vi-ji quelle qus s*c ^ neeme 
utifeb-. 



X ■* ■; ,3T| -tT . ■ . . Jfck 



LAqurwalencE da 
nenne! iTK>n(r* Jen que 
- B*Tetm^,|| . y_s 

icrfl (DmplEb. 



nicnrcmc 4 

Les espacesR^etC 0 , munis de Tune des trois nonmes usuries || - ||i,|| • |lg, || H^.soni 
complete. 1471 



ES m Mentions que R n est complet 



Munissons R 11 de la norms || - ||| 



K-l 



5oit (a^)^, uneskiitede Cauchy deR^svecpourtoutpeN. = (j^.i-ApA ■ ■ ■ 

Pour Tout Jte ffl.n l, on a Y<a 4)€ ry 2 . \ Kp _ k - x^ k \ * II jfc - a^lli done (* P ,fc)peN 
frit une suit# de Cauchy de it. 

Puisqus R E5l complex chacune des suites 651 convErgsnle. 

flown; alors y k - ^linj jy k , i| vient pour lout tee01.nl, |wit — ^p.ik | ■ 0 el 

done _ lim || y - x p ||i on a post y ■ (yi-ya, ■ ■ ■ ,yw). 



Ain&i la suite |jtp) , est eomrergesite EE (li n , || ■ ||| ) ESt complst. ^fc <4a ' 

■ Ce premier rtsuJcal monlre qua C = R 2 est complsl pour la rronne usuelle (module} qui 
n'est autre que la norme | ■ || 3 du produrt R*. 

■ EnFin r le mime laisonnemEnt mojitre que (C. | ■ | ) etanl complet il en esf de mime pour 
C ft muni d# t'une des trois narmes produits usuelles. 




Fniprliit: 26 

Li mile d'une function a valour; dans un Eipace complet 

5oitEetFdeuxe-V-n, DCE, fS^lD,Fl ACDtta£A 

(Fhl) ttant complet pour que/ admette un# limit# en a sulvant A il Faulet il suffilque : 

Ve > 0. 3ci ? O r lx y i £ (a n &,( £L a )) 1 * => 1/1*1 -Ji0\ < *- 
C'esi le Critfr# de Cauchy pour I'eaistente dTune limit#- 



E5 



a ) L'hypotMse b ■ lim ft f) donne : Va > 0. 3o. ^ 0. Vi£Anfl , D(a T a) F [/< c) - b| < % 

ha l>=A * 

d r 6u per nepahte Uiangulaire : 

V(x yi e [a n p^wi) 3 . i/t*i -Siu H l/U) - fc| + |/(y) - 1>| ^ #, 

Ce Lqui prauve que/ satisfait au mtere de Cauchy. 



C odv ri q hied m atari al 




Cpmplpt*. CpnnPBis arts 



&*0«1 ltf*H 
«50ui d r t-di '* Lfiliire Jh 
C&udty 



b) Pour la reciproque, prenons une -suite quelconque (xn), de A qui oomrenje vers « el 
vfrifions dfe (/{x n ] }„ est une suite de Cauchy : 

Vr > 0, 3r £ iN, Vn > r r jxn — <ij < a ^ l5f>l 
01 done Yip. </>£ 'y 2 , p > r et q 5* r, dbrtRfr |/(*p) -/(-^)| < <- 
Comroe rest complet, la suite de Caudny [/(xh) ) % est convengrente. 

On condul auec la caracterisatiQn sequentielle des limites (prapriete 19). 



MP* 



otjJtmqt / signiiip 
W/l**/- 
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Prolori gemcint d une application a valours dans un espace complet 

Soil E el r den* ■e-V-p, AC if, or/ UHf wnifgnnerment continue sur A. 

(F r | - 1 ) £tant complet il exists une unique application/ : .4 -+ p, continue, qui prolongs/; 
/ est uniformement continue sur A. 



C5i ' Mgntrans qup/ve rifie Ip criiere de Cauchy en tom point « de 4. 

Par uniforme continuity dt/str A A lout e > 0, on pout associer a > 0 tel qui* : 
VC* V ) € A 2 , ||x -{/!!«* =► [ft*) - Jt|lH C *. 

En lernarqu a nt que pour lout x r y dans /,-. | a . ^ , i 
il irieni done ; 



,ona[|x-i;||^||x-ci! +|| a— |fU « &, 



Via-, yl e A 3 - U y) e Ho =* l/U» ~/ty>| * E 

et ie crittfe de Cauchy pour les fanclions prouve I'eufistence de J{A '/ = linn fix), 

K— HOpMSA 



Pour touMx, y) e A tel que || x — y || ^ < u. II exists (xh]^ et (_y fl ). suites de points 

de A relies que x = Jim A n .y = LLm y n et Va£ || Ah — Un | ^ a. On obtientdonc 

,n. » + >: 

Vn £ \ \f(xn) -f(yn) | « * «t * !* linrtilE [f(x) -J(y)| v * 

On g ainsi prqyve ; 

w > o, 3 js > o = 5 J r vu a) e S* r i| * - ii || ^ p =* l/(x) - 7 (y >[ « * 

e'est-^-dire que/ est unifo^m^ment continue sut 4. 



ty cS:S ' li -fait que |« S4iilfi 
(Fn.l^, dot dkmvunlc si- 
jTfc que tjieh, | C p 5 . 



Proprlete 28 

Propriety des fermis embaites 

Soit4 une partie complete (fun Kpace vectortel norrw E. 

Si {F n ) i . est une suite decroissantc de fertnes non vides de 4 dont le diametre tend vers 0, 
aiors p] Fn est reduit a un point. 

niEiV 



c -^ ' 



Pour lout n e Nj Fjt , non vide, contient au moins un point x n ■ ce qui definit une suite (as, ) , 
de points de 4. 

Pour tout r rt pi e on a x n € F n et x ntJ p eF n + P c F n ^^ 52: ' done : 

I I^Oi+p — -fn || ^ h ( Fn ) pull Slip 'AV: i j.i — An || 6 (Fn ) . 

pG.IV 



Puisque Jim 5(E n ) - 0, il en nesulte que (xn)^ est une suite de Cauchy de A et elle 
converge do hl dans a (qui est compleCl. 

Persons f = Jim x n . Pour tout N. Ofl a Vn ? p r Xn Ei Fn C fY* done f = lim A n £ Fn . 

PI-I--I-DC' n— S-+-3C’ 

Ot, puisqu'elleeit complete, la partie A est lerme, done F p f erme de A est aussi un ferme de 
E et Fp m f p , et finalement ( e f p . 



C opy ri g htecUjmtei i al 







Chapin* 1 : tuares wctxxifSs «Mmei 



Ceci etant vrei quel qw soil p € N, il en resume que f £ ["] F r i , 

n€N 

Soit maintenant f* £ p| Fn r on a Vn £ N, ||f - rj ■; done, puisque 

rtShj 

kin S(F n ) ■ 0, il vient \\t - i f \ * 0 -et finalememt p| F* = (f }, 

tt0U 



MP* 



On dUm*/ «rt 

{afiEractanlt 



Tlicurtme 5 

Theorem e d u paint fixe 

Soit A une partie complete d'tm espace vectoriel norme i E. || ■ || i et/ une application de A 
dam A telle que : 

il exist* on fM k de [0. 11 tel que, pour tout coupte {x, yt de A* ; 

llJ^y)-/Cx)||-sfci|y~jfr 

Akirs J adme! un pant fixe flE.iet un seul, qui est la lumte de Mute suite |’xn ) p do A 
definie par : 

Atg E A et pour (out nEl: %i 
E5 La methode consist* a verifier que ;: 



a ) la write rtcurrente fjrn) r est une suite de Caudiy, 
lj ) sa Unite est un point fixe de/, 
cl ce point fixe esl unique. 

a J Pour tout n€ IM’ : II ***1 - x„ II a \\j(xh) -fbn-0 II « fcfl J(h - Ai,_j || 
d'ou par recurrence | x^i - x^ || * fc n || ^ - ap 1 1„ 

p-l 

Pour loot p€ fy' p on a ATrwp - A- n a — xh+j d'o£i : 

i-0 

p— i 

I An+p - ■*« || * ^ -I An* ! . I — -tn+( i| 
loO 



P- 1 

et i| Xnrp - AhU^y^ ^""11*1 - Aft || « p^llAj - xty ||. 

1-0 

Comnw lint k" - Ul la suite m— gup | .^ +p - jr n || converge vers Q cequi prcwve que 

n-t+oo pQV 

(* ] , est une suite de Cauchy de a. 

A £tant une p^ftie complete de E, la suite de Cauchy (a^'L de A converge vers a £ A. 

b} ^application / est fipschitzienne done continue sur A. d'Dii : 

Eim ■/ [ km e’est-i-dire ci =/ta), 

Ainsi a est un paint fixe de/. 

c> Envisaqeons deux paints fixes a et b de/ : 

|| b- cr I ■ ||/lb) -/foil II « ft|| b — a || donw 0 « (1 - k,i| b - a ]| * 0 
done b = n ; / adrnet a pour unique point fixe. 



2 + Parties compacted d un espace vectoriel norme 



'i/' 1 fternarqurs 
« Lb n.iM.iqr rl'nnr i^rrrr ii 
hre iwn* wn- 

Mm la raiuie uj^kmoIjc uu 
non rrcmpjirtt tFunf pgrlip 
■ Un* paroe firit nr urn- 
IHClv Ithwrtflte des tmlraj, 




Definition. 

Parttecompatle V s *' 

Une partie A dun «pace vectoriel nornie est dite compacte si elfe est vide ou « toute suite 
de points de A admel ulte Suite ertlraiie qui converqe dans A, e'est-^-dire admet une valeur 
d'aciteienw dans A {cf- definition iS). 




L VftflRf - Conflicts Lcmf-ir", piir at} 



*V 65 ' Tour r*jwn time 
Ce bcrnei ei’ an oorre. 



' Voir Id -tdr*rlinii- 
"hju lequfillfllt des iHjinb 
rfwrfnn. 



Propriete 2^ 

Dans on espac? vedSOriel no 1 lie, urw partie compact? eSt : 

a) bomee, 

b ) iprmM. 

E3f boil A une partie compact? non vide d'un es pace vecinriel norm? E. 



a ) Supposons A non bonwe et construsons une suite (c*n) p de points de A realtsant ; 

]| «j - ai ?| * 1 pour tout f *J enfiers, 

La construction est r£currente : 

- il wiste aty et Oi darn a tels que j «o - a j || 1 car a est non bomee, 

■ soil -Ofi, ■ - ■ . a n -i ra points, de A l?ls qii? |[ O/ — Or || > l r pour 0 ■£ t < j « n — 1. 
Comme A n J est pas bornee, die n'esl pas induse dans D, reunion des bodies iMac- 11 
^i, 1551 done il exist* a f] e a \ if el la Nffiille {ag. . * - vfrrifie : | cif - m \ * \ 

pour Q « i < J * n„ 

Tout? suite [□□), esctralte de A v^rilie aus&i | a\ - af |. & l pour j *j. elle n'est done, pas 
convergent?, c? qui pwuv? que A n'est pas une partie compact* de E. 



b) Montrons que AC A. 

Soil x un point adherent k A done Inn He dune suite | u n | . forme? de points de A. 'a 1561 
A etant compact?, ( u N ) , adme! une suite extrirte ( ) p convergent? dam A ; rmais Bouteg 
les suites eitraites de ( q n j ^ on I la: mime limrte .t, done jr6A 



f’mpritrt 3A 

Ferme dans un compact 

Soil A une partie compare dun espac? veclnriel norm! E. 

Si Best une partie fermee de A slots Best aussi une partie compacte de E, 



II -S A esl compacte done fetmee dam E- U partie fiC A Slant un formed? A, il exist* F ferme 
de E tel que B ■ A n F el 0 est done un terme de E en tant qulntetsection de deux termes 
de $. 



Con me JSC A, une suite i is,, i< j forme? de points de B esl une Suite de A. 

Qv. a esl une partie console de E done il exist? une suite eflraite de qui 
converge dans A ; sa limits ost dans B car Best lernile dans E. 



PrupiKle SI 

Produit de compacts 

Sait E el F deux espacm vedoriels normes, A une partie compacte de e, fi une partie 
compact? de F. Alors A k Best une partie compact? de E x F. 

En consequence, lout produit fini de compacts esl compact. 



ir.ii’ '.on (iifl. iij/i une suite de A x R A eta ml une partie compact? de E. il exist? une suit? 
\ « c i N i ) , extras Ip de ]’ a n ] , qui convirrqe vets un point j? d? A 
La suite (fr^ n i) N extraite de (.bnHj est a valeurs dans B, partie compacte de F, et admet 
done aiissi une suite eirtraite ( n , ) . . convergent? vers un point y de fl. 

Alors la suite esl extrait? d? la suite convergente (n, +li , u ) v et converge done 

encore vers x. Finalenwnt 551 une suite extraire de (aL,iJjvi) r qui 

converge vers t,x. ylEilx B. 

Ainsi A >: H ?si une partie compacte d? E x F- 






iy righted 
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Chwfre l . tscares kUM nocmes 



Wf Anntar - m, 
dwortra 4. 



Hirartw 6 

Compacts de R 

Les compacts de R sont ies parties termees bonwes. 



C3f 



. ic.it AC R un# purl it- boree. touts suits (on) do points de Aadmet au moins unevaleur 
d'adherence n d'apces le theorem# de Epliano-Wpierstrasa. *x (W ! 

Si de plus A est fermee, on a a £ A et A est done compact#. 

* Reciproquemenl, on a vu que tout# partie compact*: d F un espace vectociel norme est farm## 
borne# 



d«h 

^ HOus serrons Iutl 
<*e I'ttu* d« e-v n de dl- 
mental ftn# que mr un Iti 
eipacjff tollies In roitriei 
sent rquivjlcntei Ce tMo- 
r#n» r*5te done wai flirelfe 
que so4[ la- norme .jiiltste 



5 

Compacts de R 11 et C n 

ft n ou C n est suppose muni de Tune ou I'autre des trais oormes usuellosd'un ospace pwoduit, 
pa* exempt#. fa norme || - j|.». 

line partie de ft J ' ou t rl est compact# a et seulemeot si efle est fermce-bomee, 

a ) Son A une partie borne# dt R 11 , H £xi$t# Hf td <fK A l ^ k] ", 

D'apr&s le theorem# 6 r le segment [ - R r jR’ est un compact de ft done [ — R. r] " est un 
compact de R /r e*i tant qo# produit fira de compacts. 

Si de plus A est Eermte dans R n , awe la prop dele JO, il vient que : 

A = A n [ - It ft] rt est eompacte. 

RMproquentertt on sail que las parties completes sont ferrnees et tsornees, 

Le theurem# esl done demontri dans le can de R n . 

t } C muni de sa norme usuelle (module} est identifiable a R 2 muni de sa norme eudidienne 
canon ique. 

Done d’aprto le a), les parties compactes de C sont les parties fermees bomtes. 

On jtheve comma en a} mi refliarquant que si A est une partie bornec de C n t il exists Rt ft t 
tel que AC a Rf oil DCR) est le disque compact de € dfrflni par : 

KR)-{f€ C/ 



CocuUaire I 

Thtorime de Goleano-Weierstrass dans k n 

De- tout# Suite borne# dens It" Ou C Fl , un peUt fttilrair# un? Suite Convergent#. 

Pans les trohf itifcorfcmes qiii suiveut, E et P sent des espaces vectoriels oorm^s- 



Theureme 8 

TherifimB de Hein# 

Soil A une partie eompacte de E et/ : A -r F une application continue 
Aloes/ est unlfwm&nenl continue sur A. 

tr 2T Raisonnons par ('absurd# : dire que / n 'est pas urisformenent continue Sur A e'est dire que : 
3# > 0- VnEN 4 , 3{x n . y n > e A 2 „ || y a - *, || * i el |/( y„ ) -/(jUi) | * t, 

A £tanl une partie eompacte de E t A s est eompacte danse 3 , done il exists y^ nJ ) r 
extraite de [j^, y.n) ri convergence vers (a. b) E A 3 . 

• / elant continue, on a |/fb) |/ {p^; n )) -/ (-Vin)) | done ; 

(t) 

. D'autre part ||u^> - donne ^ ^ n: ,|| * 0 done : 

b = a et Jib) =/ta) (2) 

Les r^suhats {1) et {2> sont contradictoires. 



Copyrighted material 
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Cilmpleli - CrrtgkXB C&nnfrsS 



fid! Li 



'Li 



Thewfenie 9 ^ ___ ^ 

Image continue d'un compact 

Soil A une parne tompacte de E et/ : A -t f liw application continue. 

Alois /(A) est une partie compact* de F. 

A touts suite de/(A), (Mi peut associ>« une suite de A pai/{jt n ) = y n . 

A £tanlune partie compact? de E , il wriste une suite extraite de (jth] % qu» converge 
vers un pmm g de a |j uit, 1 ' Slant continue sur a done en a, la suite (yn), = v 

extraite de (y*] v , converge vers /(□) £/{A). 



< i ,|M:i | ■ | dSsiflm l'at0i 
Ldliun wfcur d £*A*. 



HieurSme Id 

Fo net ion continue sur un compact 

Soil A tme partie complete de E et/ : A -t F une application continue, 

a ) Alurs / est bornSs et atteint ses bornps : il exist? a C? A et h 5 A tds que : 

]/<aJ| = ^up l/"< a;>! , l/{b)| = Inf 

*EA 

b ) tas d r une function teelle / : A -» R continue sur A compact, 

Alois/ est maiorfr? et iwnoree, et il existe a et b dans A tels que ; 

/(xl ■ inf Jlx) et f[fr> * sup f(yt. 

X^A y£A 



CsT a ) Le theorem* 9 indique que/tAi est une partie compacts de F, done un term£-bome 
■de F, ce qui montee que / est bornfe, 

Considerans alors I'application |/| : A -+ R, x *-» |/tx)|. En tant que compose? des 
applications continues/ " A ■+ Fet | - 1 : F — + R, *s>' nei ' [/ est continue sur A. 



A etant une partie compactede E t le tfieoteme 9 indique encore que : 

|/| fA)« 

est tin compact done un ferme-bomS de ft. 

Sachant qu'une tel le pa die admet un plus grand et un plus petit Wnnent on obtient I'existence 
de«EAetbEAtelsque : 



/(a) 



supj/tx3| et /list* inf /lje3|. 

x<=A x-BA 



b ) Ici/lAl est une partie bonee et fermee de 3.. elle a duel un plus petit et un plus ■grand 
element r C’eSt le r4suttaC annarme. 



1 ixcin pk 



5oil/ e£{R, ft) ; moiiitrer f&piivalence enlre les propositions (I J et (2) suivamtes : 

(1 } I 'image recip'oque par / de toute panfie compact? de est une partie complete, 

(2) lim l/C*)| * Lien |/Tjf)| = +<». 

i IH+flfr M- 4-®- 

tommen^ons partraduire la proposition (2) 
lim [/tx)| ■ +x equivaut a ; 

x— f-too 

VA > Q r 3£ > tr, Vx £ ft r x > B =» |/(^)| > A 
Him i/ixt] = +ot tquivaut a : 

x — f — K 

VA > 0 r 3 S>0 4 Vx£ ft. x<-B |/fx)| > A 
done (2) Equivaut a : 

VA>a, 3S>n. Vjk€ /(*)£[- A, a] 

soit aussi.. par contraposition de la derni^ne implication ; 

VA?o r 3 b?t 0, Vxe ft r /U)e[“ a, a] xe[-s.s] 
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ce qui peut s'eoire : 

(3} VA > 0, 3B > 0 h jr 1 ( [ - A a}) C [ - B, fl]. 

. Montfonsque (1) =» (2) 

Soit A * 0 ; [ - A, Aj est urit partie compact# d« ft et d'aprte {1>, J~ l ([ - A. a] ) esl 
egakment compact# done bqm&e. 

Alnsi il exist? fl > 0 td quej 1-1 [ [ - A. a]) C [- &B] ce qui prouve {3) done (2). 

• Mootrons (2) =* (1) 

Soft K une partie compact? de R, 

/ eunt continue et K Fermet, on saitque/ -1 lAl est une partie lermee de U {cf. tfteoreme 2), 
K est bornee, done il existe A > o tel que K c [ - A. A : alors d'aptes (3), il exists B * 0 lei 
que: / 4 (ff)C/- l (|- rt.A])c[-fi.B], 

Ceci prawe que J~ est bomee el fjnakmeni c'wt une partie compact# de R, 

Excmpk 1 2 Soil une suite ccmvergente de E, On pose a - ^lim jcn. 

Montrftr que A = {a} U { jq,. / n £ fe 1 } est wt compact d# E, 

Pfcsons .^i = a, on a ainsi A ■ [ xn / n e ftl ) . 

Une suite ( u n } , d'elements de A est definie par une application x : — k Py telle que : 

VjlEfol, LDi ■ X^j n j. 

Si x esl borne#, on peut extraire de 1.^..,^, j . une Suite constant#, done convergent#. 
Siipestnonbof neejlexisteunesuiliecrentiers [i(r(rt)) r|( , telle que la suite (x( 4i(n.))) r soft 
strictement crdissanle de limits Algrs , sst extrafte de (jen)^ et converge vers a- 

Amsi Lou re suite de A admet uu ntoiris Line valeuf d udherentf. 



Exmiplc 1 ; i 



Complete et to ril pacts 

Une partie compacts A de E est complete. 

Cunside'ons une suite de Cauchy de E forme# de points de A. 

Comme A est com pact e, cett# suite admel une suite extra ire (jr,,), qui converge dans 
A, Ot, une suite de Cauefiy ayanl une suite extraite convergent? est elle-mfcfne convergent? 

Ai nsi A esc une partie complete de E. 



Ext tuple 14 Pro pr kies des compacts embrjffe 

Snit ( Jf,i j une suite ctecrDissante de parties non videS el edmpacies de E. 



^ <etlJ Wsir 1* pfoofii* 12. 



Monfrer que fiintersecTion X ■ [~| Xr , est un compact non vide de E- 

m£N 

Pour ehaque n € ", r melons .v, un point de .Vn (non vide). 

Les An etant nemboMs*. (jch} fl esr un# suite du compact Aq„ elk admet done une suite 
extraite ( „) ) p convergent? notons c sa I imile. 

Camnw X p est aussi un feme de E, nous avons I'equivalence : 

OE Ap etfevAp) ■ 0. 

Oi; pour tout n s» p t x<n3 » p, d(c t A^) « || c - || et lim ||o — || * 0, 

Ainsi, cE Xp pOur tout pE K dqn£ X * Pj A« nksl pas vide. 

ntM 

line intersection quelconque de lermesde E est un forme de E, done A eslun lerrn^ de E indus 
dans le compact A^. at X est un compact de E. 
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^ tM Remarques : 

■ On pent pus A est 

umt par aiLi ii d*ua 
pointi qufffconquK [ip A ppu 
«ftt lire refill par up chmwi 
LCminu iMluS lidtii A. 

• Lpf&que it thmin nl ufi 
sepmenL A est convew : une 
pdrtir canvnc M !trr<xr pur 
arc? (n parfcUiff. un «f«:p 
rtdBTtti riiym^ «i £orv»exe 
par arts. 

ftrriarquri 

■ Dans cehe (H^intapn, 
lei iel porn 1 1 
iefltw de A. 

■ Ui-h pan* etoMe hi 
onnnEnc par am ur dnu 
pants x ■ff u P* A «m( 8 p> 
ffliPfernnSs d'une Igro brisle 

Ijc.ii.uI. Cm n A1 ill) tente 

df A, 



«tL ts ' J 'Remarque . 

Oil, En particulKr, le cai 
si l'irTt*r»rtion can Ac. KT. 
ft'rM poi virk. 

Pdi iotIie. in Ik (rful lien 
■fir* ni-.irl i r«4nHlk*l rte 
teux partes cc™»exes par 

an .1 [penier pur eiEmplE h leu 
rend? #1 unf ctrirto- start* 



■fart'd la pLan'l, 




I 



Camplrh, - fnrptKl! C nimrfcK pur arra 



3 - Parties connexes par ares 



E. F sont des espaces wctoriels nannes. 

IX-fiililiCiiS 39 

Con not it« p^f arcs 

Une partie A de £ est dtte ctxvm par arcs si, pour tout couple i a-, y I de paints tie K il exist# 
um application,/ continue du segment 10. l| de R i valeurs dont A telle que : 

/(Q) * * et /(l) - y. **. m} 



Dehnidon 40 

Parti? etcilee 

Une partis A de E est dite staples s'il exists uii point a de A tel que, pour tout a do a, le 
segment [tuj esi indus dans A. <* ,BEl 



Pmpndif 32 „ 

Image continue d'une panic connexc pat arcs 

Suit a une panic conne*S par era de K et / : A -» F une application conlinue- 
Alors f[A) est une parti# cannexe par arcs de F. 



PS 3 Pour tout couple (yj.yj) de point? de J[A\ on a m - /(xx) el = /(*%) wrcc 

eA a . 

A ^tent connexc per arcs, ii exist? y application continue de [0. 1 dans A telle que ; 

gOM-jq elgaj-jn*, 

Alors/ q g est une application continue de [0, 1| dans Jt At telle que : 

/ B g((» ■ y, et/ □ gtl) ■ sfe. 



, Ptoprieic 33 . , , 

Reunion die parties connotes par arcs 

Sait | Ai |< , line famrllenon vide de parties connexes pa r arcs de E. 

S' il exists une parlie A* qui renccinlre touts auhe partie At de la Fa m lit, alors la reunion 
fi = A| est connexe par arcs. *i llSa ' 

4eJ 



B3* 



Sort Cx. un couple de points de K il existe (ij>e I 2 teil que iEA', y£ Aj- 

On salt que At n A^- est non vide done 1 1 existe u€Ar l~l A* ; . De memo IF existe l-C Aj H A^ . 

On dispose done de trois chemins continui reliant x etu r uetiv cely: 

7tii - ./:[&. 1] -4 A| t /(0> * x , /il) ■ u 

ITiLL’ 1 g : [o. 1] -* At r gl 0> * u r gilts v 

Ttr-ti ' h: [0. . tt(Ot=u , h(l)=^r 



Alors en raccordantces trois theming on obtient un chemintontinu y reliant x a yet Indus 
dans R, deti ni par : 



(p : [0. 1] -t At U Ai, U A,, 



'ji.30 

< t- 1> 



si 0 t ^ g 

, 1 2 

Si 

. m i 

si j * t * l 



.opvnqf 



-rial 
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Aropridcy 54 

Composite connexe par arts 

Soil A C E une partie non vide et a un poirrt de A, 

Alars la reunion dr: partis connects par arcs de £ qui contiennemt {□} et qui son! in-duses 
dan'; A est une pa lie tonneae par arcs de E, c'esE la plus grande partita tonnex# par arcs de 
E conlenant jo) et incluse dans A. 

On I'appelle composante connect par arcs du point a dans A 



Eif ' Cast un carpllaire de la propriety precedents. 



___ Pcoprtdx^ 35 

Parties connexes par arts de R 

Une partie de H est comneKe par arcs si et seukment si c'est un interval le, 



t3T Tout intervalle I de R. est connex# par arcs car si ( cl b) G I 2 . 1 contient lo segment : 

fa b| = {ta + a - t)b f te [o r 1 ] }, 



Reciproquemeni* scit A une partie de R tonnete pa r arcs, montronS qua pour taut (a We A 2 , 
A contient I# segment fa b . 



Par definition, il exisle une application continue./ : (0. 11 —*■ A teFle qua : 



/( 0 ) = a et/m = b. 

A un element c e ] a J>[„ PSSMkms B = { t e [o , 1 ] /Jit) < e J ; B «ani non vide major^e, 
i( exisPe y ■ mpo, Le point y «t adherent & B r c'est done la limits (Tune suite Ct n 5 de 
points de B. Par continuity de/ cm a alois/ty) = lim /( tn ) et puisque/tt* S < c, il vient 

jt-HOD 

a la limit# ::/h0 ^ e. 

De mime, y e&t adherent a |D. l| \ B, c'est done la iimite d'une suite (4) de points de 
[0. l] \ B et wec/(tn) > e, on oWent £ la limrte/t-y} > a 
Rnalement fiy) a c. 

On a ainsi ptwvi que tout c de ]a b[ appartient i./( [£J, l] ) C A done [a b] c A. Cedi 
etant vrai pour tout (□. 5>G A 1 , A est un intervall#. 



% 4M) MpwqM : 
fri retTOiW ?in?i If riwhgt 
enonoe en MP1I : tojte so- 
pliutktn cunBruf fun imp- 
walir /■.- IH dani B ptmHr Ci 
propriety ctes wteun rrtenF*= 
Attec 



Pnjpricle 36 

Propriety des valeurs i ntermediaires 
Soft A une partie de E el/ R. 

On dil que/iposs&de la propriete des valeurs intermedia ires si son image/(A)estun interval le 
deR. 

Si Aestconnexepar arcs et/ continue, aloes / possede la propriytedesvaleursintermfdiair«u 



O^r’ Cwollaire des proprietes 3J et 35. 



Propriete ¥? 





Soil A C£ tme partie connew par arcs et/ ; A •* {0,1} une application continue sur A. 


MP' 




Aloes/ est constant# sur A, 



E5 Soitx et y daivs A et 3 ; H A une appliqgnion continue telle que : 



g<0) ■ x , pi.l>- y 

Aloes / 05 est uiw application continue de [0, l] dans R done/ □ g([Q, 1 |.) est un tnlervalle 
deR Indus dans{0, l/ r oequi d&nne/ cjjUO, 1|>= {0} ou/o^lD, lj) = {1}, etdonC : 

fix) • Jig). 
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MP* 



** ,S5j rm K^rnW, J 
suffit <f«nra : 

0*0flD 

<aj-l-i.il nt> 

(i ]* m.arn d 

D ■* H i'l D. 



MP* 



E xcm pic 



<mnp(eb - Cemjarts (nmtiw par m 



PKiprt^EC JS 

£i A t E Kt uns partie tonnene par a rci, "nuts parti e non vide j J dt A, a la fnis ouwerlE el 
femnte dans A en £gale a A. 



m 



13 = {0.1} esE une partis de S ooLLidant «i tant que lei is Ejuatre ouverts relatifs : 
0, {0}, {1} et {0. 1} t'est-i-dire que touts parlte de Pest un ouverE de D. ^ iea} 

Suit/ i A — » {0.1} dtfinie par/tei = 1 si a E P, fix) ** 0 Si *E A \ F 
On a aloes : 

f~ l i0)= 0 . f-hD) = A , f~h{ 1}) = F ei / -1 (.{D)> = A '■ F 
PE Css quatre images reciproqoes «m( des sjwen&de A [A F Pit un divert car F est fermi), 
Dqocd'aprfeiletiiicrfeme-2,/ ea| continue sur Apuisd'aprfcs la propriete 37,/ est constants, 
F ^tant nun vide, H existe x E A tel que/i*} » 1 ; antst/ est constante egale a 1, elle ne 
prend done pas la va leur 0 C e qui dqnne A Pt 0 UU encore A » F 



Prtipri^ie 39 

Soft ACE une partie conwae par arcs. 

Tthite application / : A -*■ F, localement constante est constante. 



D^r' / : A -* F«t localerrwnt constante si el seulementsi pour tout ,v€ A il enisle V voisinage 
de x dans A tel que jf salt constante sur v. 

II Kt dair qu r une application localement constants sur A est continue sur A. 

Soft «e e A er p = {x e a /fix) - /(a) J, 

P est non videet termir en tant qu'inoaqe reeiproque par I 'application continue/ de {/(a)}- 
ferme de F. 



/ etant localement constante, si x E P il e«iste V voisimage de * dans A tel que fc F, ainsi 
F est un ouveft de A et d'apres la propri^te 3S on a F * A. 



1 5 Cakuler Arctun x + Arutnn y en (onctiou de Or, y ), 

Posons 0 * AjrttUJt + Arrtun y- Pour xy* 1 , on obtient UmO ■ j-_ d'ou 

tf+4f 



ArcUin x ■+ Arctnn -ir - AtlIe'iA y — - ■ 

1 -.ey 



* + fcl 



continue sur 



I application / ^ {jc, y) Arclanx * Arct-an y - Aretan . 

I ™" 

D ■ V {U\yi /xy ■ 1 } est done localement constante, Posws : 

Di = { ( jc y) € D / jcy ^ 1, x j» 0 } 

I>2 = { tXv yl e U / sy > 1 X < 0 } 

Da ■ {(^yleD/^yc l) 

Di . . t>j sont connexes par arcs (£>i et sent convenes et £>g est etoile par rapport 

a (0, 0)}. 

D'aprH la propriete 39,/ est constants sur Di, sur et sur e>j : 
sur u, ; fix, y> ■ 
sur D-i 1 J(X .0 * 



lim fix. Afl 



vr 



]Im fix,x} ~ -if 

Jf— i — Ou 



sur i J{x,y) = 



m.m 



= 0 
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Chapitrr I : Firfutn v»lorK!h nlnrcl 



Exempli 16 



a ) Mcmtrer que O' est copnwse par ana- 



h ) Momtrer que m p| 3' ne sorit pas hamPDnMjrphes. 

C ) Wootrer que [0, 1| et U no apn| pas hOffl£HMiptK& 

a ) Ptenons deux points deC sous la forme a = «<►*“ etfi= be^ otiaetbeR?, « etfteR. 
Contcumoift f'grigne par He diemm suivant ; 

/ : [0 f 11 -t C* . t-» fit) = [(1 - t) a 4 Eb] ^“tt** 4 * 

a^licatiM continue vMFiant/CC.^ A._f(l> = Betl/U)|£[a,b)CRl,C + n r «t dependant 
pas etoile. 

h ) Imaglnons une bijeflfon/ de C Sur R, 

(.'image de la partie c onne*e par arcs C* «t R \ t/KOJ). partie nan cofinexe par arts puisque 
ce n'est pas un interfile de R, done, d'apres la pnofffieie 32,/ n'est pas continue, 

c) L'applicaHen ^ : [o. l| -r U, t >-* <p(i> = e^c est continue, surjective, done L est une 
partie tunneie par arcs da C. 

I'image de rintervalle lo,. if par ip est US fl}„ igafement partie connexe par arcs tie C. 
ftaiswmont par I'absurde en supposant qu'il exists un honteomorphisme g de L sur [0, L|. 
NqWns: 



aa *" l (a) el 



fl ;(J -4 |Q, 1 ], xi-^hix) = gfoz) 



z *-» (jz induit m homiomgrpHisme de U sur U r d«»c h est gn homfeimcirphisfflie [par 
composition). 



Or, ata)* 2 done I'image par h de la partie connwie par arcs LA {1} est 



“■“'{b} - [° B 



u 



2 1 



partie non connexe par arcs de R, e'est uw contradiction. 



D. Continuite des applications lineaires 



K, F, G dHiqnenl des "spates vectoriels nornies. Les ivormes stinL loules noises || ► ||. 



Theortmc 1 1 

Caracterisatfon des applications Inquires continues 

Pour une application lirtealre/ de E dans Ffes propriety suivanies sent equivalents ; 
Cl) /est continue sur F, 

(2) / est continue au point 0 e , 

(3) / est bomee sur la boule unite termee fi r (Q e . 1) . 

(4) il eaiste It s o tel que pour tout x de E : ||/U>|| * t|| x. ||. 

(5) / est lipschicienne. 



|l est facile de fair* une demonstration drculaire. 
(IJ ^ fi) => (31 =* <4) ^ (5) ^ (t| 

• ( 2 ) =* ( 3 ) 



En utilisant la continuite en 0 El il existed > o, tel que || ^ j| ^ =t- ||/f*-||| *: 1, 

lout vecteur ^de la bovie unite termfe ofrifte | nryi| b n|| |/|| < « done /( t/? * 
do*me ||/Sy] |] ■ ^ll/tny) |l ^ ~ ■ Ainw/ est bomee sur la boule unite fermee, 
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Cunlinuilg -sppicaliix', !inc.iux“: 



* m => (4) 

Exprimons quo/ «l bornee sur la bouie unite fermee ; 

BJkr^O.-VAre^ II jell =e 1 =* \tffr) || « fc 



Pour tout vectfrur non nul y, on a 



jj - —— j - S 9/( 1 J done - 




*-k el ||/( tf )|«k||wJI- 



Sachanf que /4'0) « 0, i’i negalite || fi y) || « fc| | y || est salable pour tout y de- E. 
■ iesaulras implications son! sans difficult*. 



Bohdub 

1 ) La continuite de /€ 2fE, F) reste acquis? par le changement d'uiw- nornw- en one norme 
equivalent*, dans E Damme dans F. Par contra / paid eue continue sur (E, || . : et non 
continue sot \E. || + || 2 ) quand || ■ et || * |li ni? sont pas equivalent?*. 

2 ) Dans les propositions du theorem? 1 1 , on pent remplacer . 
an (2) le point 0 E par tout autre poi n t de E, 

an (}) la boule unite lermfre par touts autre bode de rayon non nul. meme ouverte, ou par 
une sphere do rayon non nul. 

1 ) Souvent la rnise en d^faut de la continuity d line application lineaiia./ F ¥.(E, F) se fait 
«t exhrbant une suite fxn). de la bduk qniti de- E telle que Fa suite (/ (*ri]) r SOU non 
borne* ( lira f|/(j<h) | = +oo par exempts]. 

n— t i-.dc J 

Theorcme 12 , 

Espace des applications lin&iires continues 

LVnsembte des applications iirkaires continues de E dan? F est un sotn-aspact de <ftE. F> 

que I'on notera F). 

I I 

P^' ifcC e, fj non vide et stable par I'addition des functions et la multiplication d'une ionction 
par un scaiaire, 



Ernnpfc 17 Application Impairs non continue 

Soit E = R[A'| I'espac? des polynbmes reels norm? par t 

o 

QiA' 1 >-i" || P E|cc s &up |ar| 

TX rN-Wfl 

l=P B 

et ip la forme liwajre Sur E delink par ifi>') - Mil poor tout pde E, 

Montrer que f n' est pas continue, 

ll s'agit bien efune application lineaire defini? sur des «paces uectoriels normes : 

<p : E-t R. F *-* Pi 1), 

Enorm£par|j *11- et H par la vateur absolue. 

Essayons d'appliquer la r-emarque 3) precedenle, 

Notons P n lX) - 1 + X * , . . + A rn , on a alors || P n ||<» * l « ^.P n t = F n ttJ = n + l. 

On a ainsi sahibs une suite de la sphere unity done la suite des images (y.P n j) r n est 
pas bornec- ['application lineai«ip n'est pas continue sur EE. || - 1;^ j. 



Hjcemplt 18 



<l <eH ! Cn H jurt 

hem |idi le lah. que lei mimei 

1 ■ 1 1- II + IN « II ^ II* 

oe UHtr swi equn-dlennes ivuii 
IVxrfnpIr 1). 



Effet d'un chanf wnenl de norms 



RepvenOftS !es notations da I'eKerinple 1 7 a( considlrons sur E m 



•■j 

l|P|li*5Zl«| ec ||P || 4 

l-li 




1 

I 



R|A] detffl autres normes 



^application * ; e * R,P-*P!l.i est-elle continue sur (E ]| ■ ||i), sur [E. | | 2 ) 
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CJutirtrs i : Espatei vecionfls normes 



. || P |ii et snwtt I iaet par : 

MP)| * |F(i)| ■ 



i=c 



* ^t«i| s II Pill 



dor* if at tata sur I a tale ur M de (E. |Mli) { MP)| * 1 si E P Ik *s 1} . 

L jsppl ir -jliun liAtair* if Kt iofttiftue sur (£.;| < ||-, ). 

- Hepienpng. la suite n -*■ ftCX) = 1 + X + - ^ + X n de I'enemple 1 7 At wlcutons ; 

||Pa|| 2 = l/nTI et f%(l) = rS + I, 



Alors On = — p — — appartient A Id tale unite lermet dc (e. || * |.| 2 ) tandis qua 
Vn + 1 

= (i/n + l) r est une suite r&elle non bomie. 

Ai r.si, t* applicatitMi Une-aire ^ «t non continue sur (E. || h |' 2 ). 



Thrurirmt 13 

Norms dune application Imedira continue 

E et F designant des espaces vectoriels normes. I'applitation 

X<J.E. F) -¥ R, /-I/I- sup H/U>|| 

r a- ll*i 

Kt uw norme sur JviE- Fi 



f v. 1 1:0 5 iMijif m un mig- 
rant rle 

(IIVWI /jfcPI 

rt | Kt I? fiu, ptfrt 
nujofaul: Je cet fn-fuLle 



ITI+lsl un 

n~j|Cfanl dt 1 
( H/Cart+flUr) || / J 

3/+yl Kt le pui pern 
rr, ijcr.nl de :rl rnsrmhlr 



|>*istencedu riel |/| pour/e ^vfE. F) est justita pgr la proposition (3) dm* theorems 1 1. 
fS’ Notions If la tale unite fairta de E : fy(o E . l ). 

Ven fians las trdis entires de definition d une norne. 

■ Si |/| = 0 r akin? pour lout ||/(*>|| - 0 tt/S«> * 0, 



■Or, quel que soft y e E, x * ^ + jj y e B done fiy) ■ (1 + j|y|l/0t) = ti. 
■ConcItHiDn : ||/|| sO =* /±;0. 

* tar A = 0, il est clair que | \f | - |A| |/| » 0, 

■Soit mamtenant X p 0. Pour tout je e & on a : 

II */U)|| - IM \\jun\ * IM I/I (tone | x/1 * |*j |/| W V™ 

Alois a v&cj = r<AA cette inegalrte (fi donna : 

n 

I/I * iXfl Ml e'est-a-dire | Ml =* |x| |/| (« 

E nf in i. l i et { u) donnent | a/| = | \ \ | / 1. 

• Suit / et g dans C (E, n. 

Pour tout X de s. on a ||/txi || -s |/£*> || + 1| $tx} || « |/| + | sf, 
done sup ||/U) + gt* ) II 35 I /I + 1 g\ c'est-li-dire if + j| « |/| + 1 c?| 

x£B 



I 

i 



tT {invention 

O^s que E et F sont dn npacei vector iels sur lesquels des nornaes sur E et F out ^t^ flukes, 
l r espace vectorial t £ae. F) est muni de la norme | ■ | precWente 

■Cette nornne sur JME, F) dApaid d» iwrnws N E et N F dwisias sur E el F r on dit cpr'eNe 
■est s ubo rdonnee A .N> et 
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Cuntniirlf r|ns applir^ian? linFstim 



THeurcmc I r 



Expressions de la norme d'une application lineait? continue 

Pour tout/ <= %AE r F), on a : 

a) 1 / 1 " BUp |j/Cx)|l* BUP H/U)U “ BUp Jr X ' { . 
11*11*1 |l*H=i tf£frv{0*} K*lr 

b J I/I * mm( k e R + / V je £ E, j |/U> |] « fc|| x || } . 



P-3" 



a) Si / 6 F) r l 'existence de «: ■ sup ?|/l*H!r de b * sup ||/(x)|| et de 

|*l|*l i x n=i 

imw 



- - 

wee*. {Pul '1*11 

& designs Toujours la bonis unite fenwiee de £ et soft S La sphere ynitd. 



result? du tbeoreme 11, propositions {J) et {4>. 



0na nirr = |Krai) “ 



iEE \ -jOf j ? = S done h = c 



£ CZ? donneb=sa, 

Four to«t * die F v {0 t ). t>n a ||/U> || < j - d'Ou ||/(jO|| ^c- megolilt encore w^fifiee 

pour x = Of d'ou c«ic suit aussl ach Pi nalemer.t a = b = c. 

bj sup estfc plus petit rtiajorant de I'ensemble ( / *e£'.{ 0 e} 

11*15 1 11*11 

done c'est It plus petit des dels pnsitife k tels que : Vx E E \ \ Of } . ^*.1 ^ *; Jx. 



} 



Ainsi on obtient j c = min { te ft+ / ViEE\ ( 0 f} r ||/U> 5 I * Jcj| x|l} done aussi. 
puisque/(D E > = 0 F ,c = min {fc€fiWVx£ E, I|/U>|| * Ml * 1 |}- 



{JorolLai re I - - - . - - 

Pour/GSWftFtcna V*E£, \\fix) || * |/| j|*||. 



Corollalre 2 

Suit /€ a(E. F). 

S'il exist? un reel t tel que, pour tout x de E, 'Ijtxl || ^ k|| x || r aloes J'est continue el : 

I/I * fc 



Ceci fournit unt methods pratique pour etudior la continuity d'une application lincaite. 

Tliixirurtc 15 ,. 

Compos! lion duplications lineaires continues 
Soit E F. c tfois spaces veeiorieh normfe^ / eav(E.F»«tge ff c i F, El >. Aloes : 
go/e!#! f <E,G1 ei |ge/§ *• |g} |/|. 



I d U'ipres le CCHOlldira 1 prudent : 



11*4 II « 14 Hill et fl/U)|«|/11M| 

d'ou avec y =J{xi on obtient, poor tout x do E || g o Jlx) || =s | ^| |/| | *|J. 
Le corolla re 2 donne alars la can tiny ite de g u / avec | g u/| | g| |/|. 



J[J\ 
I J 
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empire 1 : ispac« vrecwnels iHjnrrtt 



On appelle alqebre normee I mu'? K-algebre 4 munie dune name venFianl : 
t * mt cm « mu * vat- VOe, y>e d 2 . jv(x * y) <s Ntx) My) et Mel - L <*. m ' 

ftrtfiE uili# fc ^ : r*t 4 „ _,. 

On dit aussr Que N est une norme d algebre 

5i I'espace verlonel nnrme .4 pSt t omplel on di| que .vJ «l imp aCgebro de Banach. 
Exemplcs 

1 > (E, N't etont un H-05pa<0 vectorial noirtn^ r if.ciEt muni de la nornne subcndonnOe k N est 
un? ft-alg&bre noiwi^e. Clans eo ta$, e = Me, 

l ) A etant un ensemble quelconque i ('ensemble &CA C) des applications tomees de A dans 
C muni de la no*™ || - ||-)o est uw k-algfctnre normfe, Dim « css « ■ 1 (application 
oomtarite). 



Ok™ p n'«i pv, IlnMw 

rrji r , bilinr’j’T 



^ ' ' 1 1 Rwmrqirti Due 
JW depend de K,*i. Cede 
incfplibt nr dot nr done 

pn un tjrdtcwre 'puhnzer 

dlf p <1 pti n'Dbfiwn* pas 
rfunffairw tmunuire 



FmjsdHOfO 40 

Continujto de$ pp^a-tions clans un espace vectnnjel nonne 
a ) Dans, un e-wn E Cos operations 

a : ^-UlOtjlJ^Jr+y et p : K x E -4 E f £A, jk) Kx 
sent continues, 

h) dans une algebre iwrmOe .‘A, la multiplication interne in : :4 : -*■ M. ix.y)i-*x-y 
est continue. 



ES? a ) On munil les espaces produils E 3 el k * E des nomres praduit definies par : 

Mxyiec*. nUtMi * 11*1 + 1 v\\ 
rt V(U)6 KkE l|(Vx}|| m -ftuu({|*].|M|} 

• a est lin&aire el Vi>, y>e E? r || a£„x.y)|| n |j x |] + 1| y | = R ix. yj||| done a est unlfa- 
niement continue Sul E 2 d'jpres ie theortme 1 1 . 

• Pcmr (x„x)i E M K E rt e K k E, tomons : 

-p(A,x> = X'fjt' - jc) + (X' - *, )x r *t <TO ' 

on on deduil : 



|p(W) -MX.jflll *= \k f \ \\4 -x\\ * |)/ - x| li-K j|. 

En imposant |x' - x| *s 1 ot || V - a | < l r awe M =■ CKj j il wont ; 

HpE^^J ^ 3«|f (V.V) - {h,x) ||* 

ce epiii prouvo la continuite do pen (X, x). 

DwK p OSt COntimiO SurKxE 



b ) On munit sl a de la norme delinie ; 

VI*, tf) e i* 2 . II fx y) |U = mar { || xll, || y || } . 

Commedans le can. prEredeni; pOur tgu* (x y) el (V. y 1 } tie - r 4 2 r on efcliont : 
llmf^y) - m(*y) || - |ljc r -(y - y) + (4 - *}-y|| 

Done en imposant 1 1 (V - i/) - (*, y) Hoc * l r *v« M ■ l + f| {x, y) ||.-^ , il vient : 
|| m (*V) - m (x y) || * 2M| (V. ) - (x 0 1« . 

La conclusion est identique. 



i 




Thriirbnc 1 6 

Si F est irn espace Banach, aloes iME. F) esl aussi un espace de Banach, 
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Ejpflre* wtfiorMs namw'i dr rtirTOTTjm link* 



t . 1 J - ' taHls WtKfft di’w 

le thapitre S que si fit li' 
nwe s,i*tp# de la s-jiie d* 

♦mirtws 



II s'agit de montrer que loute suite de Cauthy de ^E. F) est convergent? dam cet espate, 
test -a --dire que pour une telle Suite f/m ) N , il exists/ E H f i E, F ; tel le que lim |/ -f n | = 0. 

Que (/n)^ soil une suite de Cauchy se tmaduit par : 



*>ri = i!ip I.W ~fn I VMIfe 
per* 



lim S n = 0. 

n— »4oo 



0) 



Alors*. pour tOUl irecteur * de £ ; -/rat-*) || * %Jmp -Jn| |[ *|| < *n || x || P) 

prouve que (f„U)) h est une suite tie Cauchy de F r or F est templet done ell* converge j ce 
quii pernwt de d£fink g : E -4 E, jim lim 

n-^P#x> 

Lus opfrra lions sur l« limites donwot la linearity deg : q E /(E. F), 

Par coutinuite de la norme sur F r 1'inegalit# (2| donne, en faisant tendra pvera : 

Vx E E r II g(x) - Mx) II « fin II JC j| (3) 

puis linegalrte triangulaire donne : VxE E. || gU)|| =s (|/n| + 6.n) || * |;, ce qui assume 
Id cnntmuite de 4 ) : ge^c<£, FI. 

L'inegalile (3)foumilalws |g -/ n | * 6n et, couple tenu de (1) Ltm \ g h , I ■ 0. 

n— M-tm 



Ainsi, la suite de Cauchy (/ n ) ft converge dans ( FJ, ( + 1 ’| , done FJeslciomplet. 



E. Espaces vectoriels normes 
de dimension finie 



X, Equivalence des normes 

rhtortnmt 17 _ 

Sur K n deujc norm*s qtietconques sonl * quivabriles. 



ISs" L equivalence tfes normes est me re btign transitive, ill suffit done de comparer ui» nnrm? 
qvekonque N de K n a b norm* ;| ■ de ft" pgurtpndure. 



Melons ( ej ] t . . , r la base canonique de K" et |i * ^ N H ) > °- 

_n_ 

Tout veetpur X de K 11 s'&crivant x = A^ej P On a : 



J =1 



i-t 



JVOcJ«^|jn|JV(er)«|xr||» 



i-i 



(t* 

\ [-i 



(«> 



cequl dome rirafegalitt N(JC) «S HI x ||^ pour tout x de H". 

Ceb prouve auSsi que I applied Lion N : K n — r K est continue Sur (K n P || ■ || w } - tar He 
est iipschitzienme ; |iV( y) - ^ JS'( y - *> ^ &|| 1/ - 4 1| 

Comme la sphere unite S de (K n . II ■ ||x-) compact* careile est ferm^e et bumie (vdir 
thferime ?>, il ex isle a £ £ tel que a = inf Mx) 4 = N{a \ (theoreme 1 0], 

jo&S- 

£tanr ebmenl de£. a. n'estpas nul done Nia) = u ^ o r el pour tout jc££ : a « N(x\ 
Par homothetie, on en tfeiuit : a|| x |oc « jv'i *) pour tout x de K rt 



loDvriqhted rn 




| fliapt 1 : fapaoH wtiaritfc rwrmfa 



*•••' ' ' D'iptts Ip (Mntnw 
1?, 

^ (T4, Cw 



Thtoremc 1® , 

Equivalence de& normes en dimension finie 

Pen* names quelconques d'un K-eSpaCG yeclnrjpl dp dimension finie snnT equiwalenlpt. 






■Si E est un K^espace vectoriel de dimension n, il «ffeste ¥■ isomorphisms alglbrique de K" 
sur E, Alors, | j - ;J §tan( une name suit e; || ■ || r i K n -¥ R. x ■-+ || <$(*) || est une nome 
sur K". 

Spit 1| . || j et || * gig dteuat nomes Sur fi, lei ftOrflWS II * Ni ** II ■ Hi de K n qui l^uns snnt 
assodees par * sent equivalent^ ^ 1 Tltl done, i I existe a. > & et |1 * & tefs que ; 

Vxe K", nil * (*) 111 * II 9 (x) h * &II V (Jrtli 
wqvidonne Vy€£ frllulll * |l If Hz * eil ir 111. ^ lTih 



2 * Limites et continuite en dimension finie 

Theareme W 

Etant donnp t", F deux espaeps vecturiflls normes, aver F de dimeniicm lime, rapports a une 
base (ty ) , on comid&re une applkabon/ de D, padie non vide de £, dans F, definie 

par ses composantes/r. l « I « p, sur la base |ei) ^ fi fj : 

P 

V.¥£DJ( jf) = ^ ftixi€\ 

Pl 

et enfin suit A une partie non vide de f>. Ators : 

a } pour tout a &Af adrwt one li mite en a suivant A si et seulement si ebaque J5 , 1 * i ■■■ p, 
admet une limite en a suivant A. 

Lorsqu'iP en est ainsi r on a ; 

lim /{■*)= ( lim jfrfjeA ft ^ |7S| 

a — t-CLXtA \«— / 

hi v ' 

b } / sst conii nue sur A si et seulement si chaque .fi cst continue sur A. 

CiV a ) L« normK sur F sent toutes fquivalentes, on pent done en choisir une arbitral rement. 
Par exemple, normons F par : 

p 

y — ► 'll y II ■ «P lycf «• 

Tt 

On letrouve aters la situation de la propriety 23, b), cTou la condusiwn, 

t> ) On applique le a) en tout point de A et on retrouve comme cindessus la propriete 24, ft, 

Banmme 

le th&jn&me 19. a|, rests vrar avec FsRetaG{ - ao,+no}. 

Cnl'appliquantaucas A = N, a = +«, on obtient leresultatanaloquenoncemant les suites 
vectorielles i valeurs darts on espacevectoriel nome de dimension finie. 






*a.'’ J " Lei. 0M!n»san6ts dr 
l.i him to sonr te limtos ito 

LcmnunEei 



3« Parties completes - Parties eompactes 
en dimension finie 

iurl (jE, II * ||) un eif&ct vedoriel ncjirui de dimension finie n r ^ un isomorpllismo dlgebnque de 
K ft sur E et li ► |' la normesur K rt associee k || - | par <p . 

Alors est une isomftrie de [E. | + 1|] sur (K n r || > || J ), e'est done en particulier un homeomoi^ 

^ pn-^^ j; phismt 
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fipaih mtlflritls nmrrii -dr d-nnunn 'fitlit 



^ 1 1 ' Car if" 1 rat une 
wirlric 



Propriety 41 

Taut espaCe vectonel norm? de dimension finie p-st complet 



B3 Un produit Uni d'espaces complete est complet et Lur K n touteS les ndrmes sanl £quivalen|es 
done (K n , || - || ') Pit camplet. 



5i (* n ) ^ est une suite de Cauchy de { E, j| - 1|) r ill en est de meme pwr (<p ' ] (*„ ) ) K dans 

(K ra . H ■ If) ^ (TT) done 3 (jert ) ) ^ converge. 

'Soil' y ■ ^lim •# L (^in). en pownt x = iftylj on ii || x - je n f| = || y - (p -1 (jtn) |[* done 
fjfnK, converge awee * ■ Lim 

~ n-t-Kis 



Propncfc 42 

Dans un espace vectoriel norms, lout sous-apsc* de di mensian Elnie Pit Lomplei done term? . 



W 7fl 1 0 an un e-v-n £ 
qMtawquQ une cwitw com- 
pact? pit ftm« bornee. 
irut ie r£dp<4H|ue n'«i 
w qu'wi dsTwnskjn fi- 
nit. 

Voi I'racmpln JO d aprii 
%t l7Sh C«H shterime 7 . 



^ 3 4v« I? thepretw t. A 

leinee sluiniw f -, C4t Imwt 
ei en teiwirti 

c" S CA> ferm£p Jaunt A ter- 
mef. 



Propriety 4 J , 

Dans un espace VKtoriel noi me de dimension finie.. une partis est compact 1 ? si Ft seul PTient 

si die est Ferrate et botnte. *a 1 7BI 

En particular,, toute fooule fmnee. toute sptvfere est compacte. 

B^r 1 La propriete est cgnnu? dang ft fl mpnj cfe | r une ou I'autre cte trois nomes usudles d'un 
espace produit ta ,:J| et pursqut- iur cel espsce touEes les normes sent equivalentes, ell# 
Teste viaie Sur K n muni d'une norm* rpielconque. 

On conduleri ulilisant que : 

■ ip slant une isurneirie, im partis A de (E, | . j| j est borne? si el spulempnt si ip " 1 f J 4) 
est bomte dans ( K' L , | * |f ) , 

- ip ^taTit un homiqmorphisiine- A est lennte darts (e, *| ■ ||j si et seul-ement si if " 1 ( Ai est 
fenm^e dans (K' 1 , j| ■ ||'). ?s CK)> 

Pfopricie 44 

D? toute Suite bornee d'irn espeoe mectoridi de dimension finis on peul extraire une suite 
convergent?. 



IT '/- One idle suite est 4 waleurs dans une bou-.e fern-ee done compact?. 



Bjecmpk* 19 Monger dans un e-v-n E de dimension finis, toute sitile iwrnee admettant une seule valeur 
d'adherence est convergent?. 



V 6]3 jjjio.jfi designt la 
bdJa feim« de tEntre 0 et 
rto rajtjn R 



Si ^ est o*»e fell? suite, il wiste H > 0 tel que ¥n £N, e 8 f i t>, R) ^ 

Supposons que nc converge pas vers son unique valeur d'adherence a. Alurs il exist? 
r > 0 t?l gue pqur tout n e N, cm peut mower p ^ n pour lequei ^ JS„ia. r) done 
jr.-p £ f'l lO. Ri \ Eo(a, r). Ainsi il est possible de COnStruire une suite (j^)^ extraite de 
, _ el; a valeurs dans K = fyi 0. Ri \ 6 0 {a. r). 

K est un ferme de E comme intersection des ferm^s & f t 0. ffi et E \ fUa. r), el il est borne 
puisqu'incius dans fiyro, it?, e'est done un compact de l‘e v ri £ de dimension Finie et la suite 
(jGtfc)^ admet m moins une valetw d"adherence b€ K. 

On a ainsi trouvt un point Jihi a qui est ausst valeur d‘ adherence de la suite Cesl 

curiti dire d I'hypoth^Se at la (.unclusiori en result?. 



Chap>i» [ . Ispacei watiireis pottos 



Excm p ! e 20 Pans- un wn E r pour tout * do i? et tout wus-tspaw F de dimension finie, il «cis,t» y e F tel 
quo dU, || it - |ji ]| , 

Rosens 8 = d(x. F) et ft = § + 1 , 

Pour tout y E F \ EH*. F>, on a U * - y | >8+1 done inf |j jc - y|| s® 8 + 1 
J y€F v 



et, sachant que S * inf || x - y|| ■ min 



iNent; 



in I i: 
\vsfh 



inf ||x-y|], inf ||x 

BjDkJE) y&FVBjCtrt 



- nil). 



8 * inf || x - y ||, 

tfEJT’JJ/lXfi} 



On remarqfoe alors que rn fiyix, R> esl compacte puisque e'est une partie fermee-bomee de 
I' es-pace F de dimension fmre. Done Ui lanctiam 1| a- — jj | qui esl continue car 1 - lipschitiienne. 

(vty. iieE 2 . |||jr- H ||-||je-B|||^|| y-z||} attaint s a borne interieure sur Fn Sjix, R). 



Rstf miplf 2 1 TIteGiteim* de Riesi 

Dam un eqpacpvecfcqirigl; ngiml, la spitter* unite «t PtmnpaCte si: et seulemenlsi I'espace est de 
cfenwna.ion finie. 

■ Pans un espace de dMmemion finie, la sphere unite est temtee et bomee, elle mt done compact? 
(proprietE 42), 

■ Envisageons un espace wctoriel name E qui ne wit pas de dimension finie et mormons que 
la sphere unite S de E n'«t pas compact? en corntruisant, point par point une suite de 
S telie que : 

pour imj, || uf - lit II » 1. 

Une telle suite ne peuvaftt avoir une Suita exlraitE cnnverqente, la sphere unite S ne Sera pas 
compacts. 

Supposons deja connue une famille {t;i ■ ll;. ■ • ■ , «n) de -3" telle que : 

pour l * ( * J * n, )|t 5 -iq||>l. 

Motors F ■ Vsct (ej 1s r , . H un) le sotis-espace engendre par cette famille Festde dimension 
finie,. or fi ne l'«t pas, done $ n J esl pas inclose dans f, 

Prenom esters un tnefleor x de £i \ F r la distance 8 = dtx.F) n'est pm nulls (F ret terml 1 er 
a rjf Fl. F itant de dimEnsion fm ie, il eaiste alors un tfSctSur y de F realisant t 



1 VtHr lexerac* pr+:+ 

deni. 



I * - y II * b. ^ 



CBU 



Chorsissons comme point suivant : Un + ,i 



x-y 

T^i 



E S. 



y 

POurfeE { 1 F ■ - . , n } r b difftenence u^t - — «k s'esrit u ni .i -u* ■ z) 

avec z m y + fni^-e F. On a done || .v - z || ^ 6 et || ti„ + ! - u ft 1 1 & 1 . ce qui ttablit la oomtmetion 
recu r rerstE de la Suite [ cm ) , 



-t. Continuity ties applications linealrys et multiHneaires 

Th£orime 20 

Continuity des applications lineaires 

Suit E et F deux espaces vectoriels nonnes, £ ttant de cEimemion finie, toute application 
I ineai re/ E j?i;e. F] est continue. 

If#" E 4tent de dimension finie, les nqrmm sur E sont equivalentes, 
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' On irouvwa 
ceiiiijl iiid'ijiii de e# f*- 
scfiai hi .in san JCfSlIs re 
en Algere - {awneme, MR 
ihap.ln 7. 



r Mi. ill's wctDridi nannte rit iliii’cimw Imw- 



Clwisissons la norme d£fini# a partir d'une base (W) (> de E par 



22*^ 



ft 



»up |v(!- 



Artt* - ofl a /(*) - 52 (**) tfou ||i/WH * ||/ (m) \\ puis: 






ik| 



fal 



H/WH-sklMI enno mx 
cette i regality garanlSr la conti nuite de /. 



j=i 



Theory me 2 1 

Endomorphismes d un es-pace euclidian H! 

5oit £ un espacewcltdien de bool? (suite ■ \ x E E / 1| x | « 1 } . 
a ) Tout emfemcxphismey de £e?t mntinu et : 

I /I* eup | y) | . 

UttflCF* 

h ) Si/ e i£(fv) e$t synn^trrque (ou aurtwdjoint) posifli gn a ; 

1/1 -Mip(/t*r)| *■) * p(/':i 

JC^£? 

ou pi/) est la plus grande valeur propre de/. 



£!i::n>llaiiti „ 

Dans un «pace eudidien E, pour tout / £ 2t.E> : 

*) in -i/i. 

fcs i/i B: -ir^/i = pCre/) r 

r 

Theorem*: 22 

tontinuile des applications mufti I incomes 

S* it Ej, ( , ♦ « En d» espaces veflgciels Tjgrmfcs de dimension, finiev F un espace vectoriel 
norm£ et M : Ei * ... x E n -* F une application /i-linlaire, 

Alois M 6it COnlinue. 



15 



Pour alleger les notations, limitans-nous an cas n = 2 et E L = ^ = E;MBt alors une 
dppl .cation h'lineaire sur E a valeun dsns F. 

■Choisiosons : 



- un# base Juj up) de E r 

* aup |jjij h 

- un# n wme sur E 2 : || U. y) II = imp ( || * ||. Hull). 

Munironx dans un premier temps. quE AT esE borne? sur la baulc un te ferine? de puis, 
dans un second temp^. que rette propriety etitrafne la continuity de M. 

• Af fit borne# sur I# bottle unite d# E 2 . 

p p 

Pour ( jl y) e E 3 el xi^xnn, y = ^ yj rg. la bil inearity de M donw : 

(=i j=i 

p » 

M<x, y) = 52 52 “j* 

1^1 >1 



- un# norme sur E : 



JCiLtl 



a.J 



;opy righted 





Chwrtnh i . Espacss mcw'kH reymfii 



et I'inegalite tnangutaire ; 



j| Mit y) || « 52 5Z 1^1 M ll H J 



p p 

En notent k ■ ^ ^ || Mtm, uf>||, il vtent : 
lei >i 

II if Il- 

sur la bcule unite de E^, on a done : 



|| Ms x, y) || * fr. 

■ \i esi continue en toot point (□. b\ de E 2 . 

La biliraarite de M donne, pour tout ix, y) de E 2 r 

A * Mix. y) - MtcL b) ■ M(x - cl y j + Aftci y - b). 

A present, majorons A : 

|| A || * || W(x - a y) | + 1| y - b) || < fell* - a|| ||y|| + lc||a|| || y — bj| 
En notant h » || (*. y) - to- bl II * ftwp (|| C* - a > II . || tr - fo || )< oti obtient : 
||jj||<||fa|| + h . || A ||<fch{||fl||+||bl| + W etenlln Km A = Q 

h.— t-0 
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L'essentiel 





■ (mpeut rechercher (jcn)* £ E % telle que tim ■ ' » ■ +ac au 0, 

n-Hoo jfVivVrI 

■ Voir Mijf yn tyiivrf, ejtwtke 1 



= +oc- Oil 0, 



II. Ou verts - Fermes 

*/ Si Tern VL-Ui monlfW qu'une partie A de E esi OuVHte; 



■ on |H-in ■ en revenaint a Ja del nit on. prouder que pour [out a€ A II exrste 



r > n tel que m./i, r) C A* 

m interpreter A ctJrnrfie image reripmque d un (Miverl pdf une up 
plication continue. 

■ Voir Mis? ff] fFitvre, exsrtl»2 



}/ Si I'on vcul mdntrer qu'une parlie ftde Fe4t fErmiie. 

. [m pirn * verifier que son compl&nentaire : E ■ B esi up.ouwrt 



* interpreter B comme image recipnoque d'un feme par une appli- 
cation continue 

« utiliser fa caracterisation s£quentieNe ties fenrSs, 

- Voir Mite *n fwwrv r eserrice 3 



■ examiner si pour tout a € A (wisemWe de definition des J,t) la 
suite j/ n {xi) est convergenle, 

■ sic'cstleca^tiCfinirunefonrtionj'parVji.'Cj'L./lAi = lim 



Celie-ri (j;.; dlors Irnite simple sur A de la suite (/ n ) s f of. diapitie 3), 
■ munLrer que j n tend vers / uu sens de la non no de 1'espace 
consid&rt. 

> Voir Mise cn irttvre, enenoice S 
On remarquera que It cas des espaces de suites rentre dans ce 
cadre, une suite etant un application de N dans un espace vectoriel 
newrne F r 



Contitimte 

\f M I’on veut moniref quedeun appHeations/ : a -j Fet g : a F„ continues 
sur A C £, coincident, 

* on pen i verifier que lews restrictions I uue parti? ft dense dans A sortt 




egaBes, 

VoiT Afi.ft' fit ffcrt'/r, mremce 4 



IV + Espaces complete 



(/ Si Luu vuu i montrer qu'un espace fonctiootiief (ou une partred'ufi telespace|i est 
coupler, 

• on pen i consider une suite de Cauchy \J n ) dp «t espaoe (resp. de 
oette partie) puis ; 



n rf-^C- 



Oapm i f &>Kes rPdorii’K nonn?s 



if .Si J’on vci Ei i rnontrer qu'urw equaton/i *3 ■ 0„ xE E, a ime solution, 

, nn pent pwrcer d frmre Lett? equation SOUS la forme : 

tfx'l = ft, *5^ 

n eisayer d'appl quer It ihiOfems? du point fixe 
Vtwr Mine en m tv re, Exertke 6 



V Com pad te 

i / Si I'cjh veut montrar qu J une application/ : A -* F «t bornee et attei-m set 
homes surAC ft. 

■ on print penatr A examiner ii a esl compact tij continue sur A cm, si ce 
n'«l pat. te cat. se ramener a un problems analogue w considerant 
Id restriction rfo/ i ur'i compact SC A 
— * Voir iWjic en teuvrr, exeftice 7 

\f Hi L"ob vent niet la compadtf d'une partfo A de E, 



> on prut Esdiiber une suite de points da A n'admetlant pat de valeur d'adhe- 
rence. 

Voir Mist erj aavre, exert ice B 

<* 

VI. Applications lineaircs continues 



i/ si I on veu i calculer UnormedW application Unfair* continue/, 

i unptui rechercher keft^ telque VxEE, |j/t*>|| * Pr|| x ||, ceqgidonne 
1/1* k, puis exhitw i£E veriliant ||/(xrt | * Jr i ar|i og a -defocil 
une suite t.x n ' de la sphere unit* telle que tiro II /tail II ■ It, 

■ Voir Mise en irtn'o*, vertices 9, 10 el 11 



■L 1 



% 








Mise en oeuvre 



1. Normes 

- - Ex. 1 

Solt ft I'espici des yuiTes complexes u ■ <,u n If , trainees et t-elles que liq * 0. 

On definit ft» et ft par tyy e e. iV^tuii t sup uni . JVCui i± sup |c(p. t i - unj, 

i*Sft nSN 

1 ) Monlrer que iV^ et ft' »nt des nottnes sur E. 

2) Montrer qu'if esiste fc E 8* tel que ft * fcft- t .. Quel est is plus petil fc possible ? 
3} les normes ft* el .ft scmt-elt&s ^quivalentus ? 



Indications 

2) Pmjj qtrun r£el k tfrifiant ft ■=. fcft x soit le plus petit possible, tl soffit qu'il existe o£ Etel que fti u) = JoV^ujt 

3) tarii- derei une Suite u{q) dependant d'un paramelre q lei f que ,V- L (ui>] i) puisw etre fiussi grand que 

foil veut (en jourini sur q) tsndis que ft(utqi) reste bur r e. 



Solution 

1 ) II esi imm&dial que ft^ et ft vfrfflenl l&s s* names (2) et (3) de* nemet 

Pbur tCMit uC E cm a VnG u,,\ s ft.* (uidonc, A\ I u> = 0 damw> : 

u = 0. 

De m5me NtuS = 0 dgmve Vil E N. u nJhl = wy, (J Pit algrs consents 
et, pgisque uq = (I, il went w = 0. 

Ainsi ft„ et ft sont d« ngrmes sur ft. 

2) fpgr twrt in de E, I'inegalite triangulaire dans C donra : 

VnePsl. \u nJtl - Ur,| |i^ji + |i4fi| d'ou jvtu) -== 2ti x <.ui 



tonsiderons la suite v E E tel le que m = 0 et V n E ftp . u R = <. - 1 J 111 . 
Elk verifk ; JWu) ■ 1 et N{v) ■ 2 done, si k E JC est tel que 
V li E ft. fftaJ<fcN«{u} r Dnafc»3. 

Puisque le ngmfare 2 uerife ceRe pmpriete, c'esT le plus petit. 

3) Utamt lionne qE]G. 1[, egnsidemns la suite u Iplle que : 
<^=OetVnEN. tv 4 . 1 -tma^ n - 



n I 



On a aiors pour tout (dk*i - -u*} done : 

fr=e 

n-l i 
Un * rj k 

krfl 



1- 



l -q ' 

On Yenfie a nsi que u est h.en element de E avec : 
M.u ) ■ 1 et jftnc I Ltl ■ lim Uf i 






1 

i -q 






F-n consequence, on a ^ et, cerappcwtn J eEantpas majore 

quand tf deent |0, J |, lei nnrmes r. ■. el ft n? sant pas equ ivnlenEes. 



Qinnsu-'iiiairts 



Qn vriiffl *n<mfDl que £ tsfl ta*n un C Tsparp 
vprtia-ip) 

ftoier qL* I'EKnlffice- dr . i ij'i irt fli ti I Citrtl au 
CkmCirr burndde-u. 



En Id It U s'aqit id d« cafcultr la turns s^ieute 
r Aj E ■ de ?t ii w trtnuw que oeln 
borne «t aTtelnfce- : C^esi un pius^and tlhwi 



PtoMt nous mm tM#* er, prMeiKe du lien 
rnt?? la hji» ■ il,: et la i^ne de terme q^n^ral 
i^ij i — Km. wquiwa jtoxlammnt utilise iper- 

m i±j di^>itrr ) 



La miiW u *41 pOSilire 'jLHtiinle. m bon* supe 
rib/e Ktsa luniw. 









Chjpitw l : [spaces wclwids Pfmvh 



II. Ou verts - Ferm£s 

— l£x. 2 

Soil a et fJdeiM parties d'un e-v-n E, non videsi lermees et disjaintes. 

1) Trouver uw fonction continue/ ; e R telle que f, A = ojj H =± l. 

2) En d«luiie I'ewstenoe de deux pu^wts disjoints u et v de E t*H que r AC U.BC V. 



Indications 

3) Utili5ET l« Functions .jr -• A), d(* R). 

4) Ltilispr des images reapnqqueg d'ouvorts de R. 



Solutiun 



Comm^ntaJrcs 



1) Notions n et fj In fonctioni de E darns :i definies. par : 
n(x) * eN«. A) et 0C*) = dfi. B), 

Ainsl. it>s fontlions u et p soul continues sur £ et la Function n: + p ne 
s' a niiul-C pus sur E. 

Ceci justifie I'existence et la continuity de I a function : 

_ _ dUt-A) . , ,, , u 

r : £ -i R, x. <—* — t-- — — rT t est-a-din? J = K - 

J dlx. A\ +d) jf, BJ J a.+p 

El e*t facile de verifier -que./ es! valeur? dans 10, If et que : 

f\A = ® ■ JjB ■ L 



2) Notons 



U =/-'(] 




el 




Ce sont des ouvertl disjoints de E r el .4 C (JT, H<Z V car : 

et s-r*(ui). 



On, * m darn Ttsnr^k 7 rht cours cjne 
WicJD-dlu4H * ||jf-u . 

A rl.mt IsirrM, an a 
d(jtAi *0 ^=? iEA 
at 4* intif* pour a. 

Alnsl ('un'j'jf A « D sorn ferrrrf-i disjolnwi, on a 
pour tent je, hi jr j > ft ou uj.iii >0 done 
tit+fftlfljrO, 



En larrt qj'en*pt rWpmjUH rfwwprts <&)<XIU5 
da ft par unc fcnetien cnnbnut. 



Ex. 3 

Suit A € ,tipiC') diogpnaiisable. Mtmtrer que I 'ensemble des matrices semblables a A est femn£ dans, 



Indications 

CMKlfriser un fcetne i ('aide de suites. Uiiliser des poljpfipim annul stems cfe A. 



Solution 



c'n-mjm'ntqEri's 



P'aprts la caraetfrisalion sequential le des fennes. il suffit pour farre la 
■preuw, de muntrer qut pour route suite (MrJr. de matrices semblables a 
A qui converge dans ,-h pyr C ^ la limite B est semblaMe a A. 

Rappelons que M est sembFable a a s'il enisle Pe GL P (C) telle que : 

M • P _1 AP. 

Alorsi pour tout ice N : ,w* »F" l A*'Pet < pour tout £€C[xl : 
fitiUj = P _1 fl(A)P. 



LKpace JH^C) dole eire muni d'uoe rvron*, 

par exempt : 

II A ||- sup j A y | 
l^r^js 



L'hypothese A diagonalisable se traduil par I'eristeme d'un pofynftme ^ 

Kinde dans Cjx] ayant ses ratines simples et tel que pi A \ ^ 0. 

Alofi Mru semblable a A, vlrifie CH'Afn,) - 0 et lien M n ■ B 

rw+» 

dnnne QtB) = fl, ce qui prauve que R est diagorMlisqbie. 



tl ^,1'jetne- ''jeci'ifme. drapitre S 
tonlipurte de i rbns. .ny f.u 
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atari 



Eft prenant considteraflt le potynAtne caracteristique dt A : 

JCA = dot \ A — XJp). 

on a ausai Vxi e N , c dot ( Mn - Xfp) 

et l« passage i la limit? do«ne *b ■ llm detiMn AJn) = jt^, 

fl— f+’T} 

les matrices A et ft on[ Ip mime polynpme cara-ct^risttque si dies SWt 
diagonal! sables. Piles sunt done semtjlablffi I la mime matrice diagonals 
et par IraiKJlivjtl piles son! semblablps. 

Aim j IVmemble des matrices semUables. I A est ferml dans . H pi 1 ). 



111. Continuite 

— Jix. 4 

On suppose que E et F sent des H-e-v-n. 

Soil/ : E -»■ Kqui vlrilie : V<x yi £ E?.f(x + if> =/{*» +/ty>. 
Mon-lrer owe si / est continue en Or ators/ est lineaire. 



Indications 

£tablir/(Ajr i = !/£» pour J, € lN r l, Q puis R. 

Solution 

L'&jalitl |/(jt +■ yj -Jlxl | = || y | nwntre que la continuity en Og 
entrains la continuitl sur E. 

Fijians, un vedeur a de Jv el nouns <f La Foridion de S dam F dlFinie- par : 

=fitxy. 

EHe est continue sur ft ct vlrilic sui + u) = cKu) + 3 <e>> pour tout 
couple tu, u'rde reels. 

Le problems reuient £ jiwrwtnerque p coincide sur R amc fr ; \ >-*■ 

Montrons d'abord que pour [out i E LE. /(tx) = i/u.i : (.-E) 

■ la propnlti f‘) ysl vraie pour r = 0 at ( = 1, 

■ si ella ait wa le pour «.elle I pit pour /i + l car/('( « + 1 >x) =/{ mr>+jf l>). 

■ par recurrence, elle est done vraie pour tout r e N, 

m de/'-t3c) = -ntx), on dkluil aloes qu'alle est vraie pour tout tEZ. el 
tea quel que soil x £ E, 

. enFin tout t e s'lcrit r = ^ sweep e .2. qe N* et. avet = gcx 

puisque (£■) est vraie surZ, iivient pflx) ■ qf'<4x>et done Ac* 1 ■ ^AxX 
c'est-4-dire/ltx) = (Ax) ou encora gUj = Fi(f). 

En coftsiqueflce les fonctions g et Fi sent continues sur fi el coincident 
sur O, puisque □ est dense dans fi: elles sont done egales ce qui prouve 
qne f est iin^iaire. 



tetix matricH Eemblafals-on! le mfirnepo- 
tynim# carnctefiitique. 

I'cippixalion A r — -d >j t > >f — r-CJ, , .■ est en eFIet 
ccotoue car ses tornpowntes sur la base 
canonique ee rc^LVI senlrte Fondjonipo' 
des oqnrdcnneei de M 



Coinmfniairts 
Car/i jc+Ji ■ / i.'-r i -/iVii /' Or '■ 

C'esc one comgHKW detoncSiwii ccntnuei : 
el /. 

/id*) w (i K ftr u ne Lu'i^queiiu' de 
/'yj -/(if*Or j -/I yj + /(Or I, 
det une propceii des mcfpbrsrvM de pai- 
pes addrtik 

J-p -yj« -Jiif! ei| auiii lXic (inlpritfi dm 

irarahismes de groupes addnits : 

Of~/£y yj-/(yiw/r yi. 



IV I: spaces complete 



Ex, 5 



Soit B 1'espace waoriel des suites reelles bprm^s. 



t) Pour * = (* | i«)]' nEN £ B. on pose || x|| = ^ “vr- ■ Montrcr que || x|| estune norme sur £J. 



?i-0 



2) Sut i = [», U et A = r N c B, Momtrer que A est complet. 



Indications 



Poor x E D, il rareta IKER. lei que ¥n e p ,, ,x(rt>| t ,M. alors la suite p ■ ■* majorte par 2M et 



■H3C 



4fant ^detriment croissafite, elle esl convergente, On pose par definition Y" 



Ike 



^ i^n) - ^js ~ 1 

-*II'E — i* + 



n-D 



2 

S- 1 



it-0 



ri=.V 



1 ■ ■ 

■^,— i + ^ i A'p.i‘! Ft) - AT|n)| 



n »0 



Flour tout jc > 0, fiitons ,M Tel que * tj ■ alori puisque : 



IV ] 



Jim ) '.Vpi nf - xi’nl'l = 0j 



p-'-se 



rc-0 



,v-a 



il estate Pe M tel que p i P =*■ ^ iJCpiC n 5 — jrtn)| * ^ 



, 1 - 1 } 



n=fl 



nH> 

|jrin)t 

2* 



2 n 



p ■ - .it ■ 2 

n*fl 



Solution 

l) Ld v&ilicatiMdesaii.'iomesde definition des normes est sans ciifficuHe, 

2 ) Soit (xp ) , une suite de tiiucliry de A, e'egt-i^dira une suite telle que 

pd>ur tout il emiteop = eup j|jr p - Xp, v ': wrffiant lim A p ■ 0, 

gen, P->+\t.- 

Fn rpmarquant que pour tout rt E X, tin a . 

V 1 . p, c() £ Fij^ ,, |jcjj(n t — .^>+(](nt| ^ 2 1 |jxp — aj., 4 q '| 2 'ftp, 

on volt que ( nj ] est une suite tie L Juchy de [0. l ] F elle est done 
convergent^ dans [0, 1]. 

Putins alors pour tout n E Fu r = lim Jtp(n). II est dair que la 

p4f» 

suite x ainy dfcfinie appartienE A A. 

Pour tout ,V E H r Pi) A alors : 



Finalement ' ¥e > 0. 3F £ N. p .=* p r> || xp jd| * e, ce qui prouve 
que (^r')p=r cdnverqe vers a dans A au de lu norroe || * | 



CnHimtntaiPES 



Vt ijdi oiMt Jh |usiihei I’wuswree de jt || pour 
iDtir xde Q.C'esM-dini enfaitla(iH!««qenre de 
i.i Ac Irrme grnefal Ufa cjur Fen 

&j'i ecude le dwltre t, uOe convergence sera 
E/miweparliJnsjcmCior ^^^^5 ' 

La j-nbfralimi donner m r-d(jln;r n'nj q.ii 1 
(dwnpfwaire* 

Car [0.1J m une parUe Aermee acre complete 
den. 



En Jb iuitei Jb Mumns {d. chaplBe il. 

lx# jja-s. tcrirttge sin»lemeiin mr M bws x. 



car VnEN.|^nt-Jrinj| *1 . 



C‘«t ime semme fin* de temes tendwt vers 0. 
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- Ex. 6 — 

Soit i£ un espate de Banach, f eRJ eU E 0.1 . 

{feigne ('ensemble de s applications u de la boule ouMefte tful r'i (fans E telles que 
Uld> = 0 et V(jc y) E fi(Q. rlf || uUI - utyl|| * Ji|| x - yj|, 

On pose / ■ (1 4 M'ret X' ■ ^ ^ Pour tout uEl^, monger quH p*iste v unique don? L^,*' telkque : 

Vjt E t? ( 0^ r r ) ^ M jcJ ■ ta { 4- 4^*1) . 



truncations 

Si v est solution du problems pour tout * e B(0. r r ), n(x} esr point fixe de I'applicttion.jV : y-* «(x+ y). 



Sululinn 



Comrneiualre* 



Notons S(0. r j-') la boule fecmee rte centre 0 et de rayw r -V 
et, pour tout x fixe dans it[i>. r 1 ') suit ; 

fx : £?( 0, r - r 1- ) -t E. y ■-* u(x + yj, 

Potiry EtffCLr- r ), on a; 

||x+y||*r done llJityHl * I «U * yl II * *- r ■ r - r'. 

Ainsi la boute Efo. r - r J ) est stable par f x . 

Avet pluspr^cisimeni:/(j§{0,r- r 1 )) C F(0. r - r'). 

ftiisque ti esc conlractante. il en esl de mfcme ptratfx et COrfune £E [ 0. r - / } 
estcomplet le th£oreme du point Use dome I'efisttnce d'un unique point 
m> } de ( Q. r - ] rtrifiant lN» =J x 

On a ajnpi dSfini un* application u : p(f5. /) -V r - /} telle qt»: 

Vx€F{ 0 V), o(JfJ p= w(*+ UUl). 

PcKir touttx y)EE(o. r') 2 , on a aloes: 



f 1 a-U-Mr rtonnt r^r 
jjfraa.r- r 1 :■ dtiftfle 

|! jt + r r' 4r'' *r r' 
danc *1 k*ij rf 

done f hi bwn Miinle sur dJiO.?- r' i. 



JJvO.r KFKtunfwmtrieE'qiiHlciHnglat 
par hyaoibKf 



u hi i falcurc Jan. jh if r r'i car 
/(rtie.r /i^CdiiO.r r’X 



II LH x) - irf yJ II < X| |x+ erf x!} - ly+ erf y >| || *. X. [ | x - y ||+|| erfx) - <rf yJ || ) 
done I trf*)-uty)||«S ^4^||x-y I salt | eix) - trf J/i il *= *.'j| jr - y ||. 



D autre part, tonrne JHO) = 0, on j autS; u(OJ = 0 ce qui diheve de 
pmum queuei^A^ 



Cunicik wient df k que si l- hi solutroo. 

qu<r qu! wit 5C*t jtE^O.f' j, i«» Hi pgin( 
fixe * Jr <1 quf tiHui-si graqu*. 



V Com pad re 

|— Ex. 7 

Dans le plan rapcorCe -a uh repere orChuriCrn dl, un Lurisidfrie les points At l.UI, B:2. 0! frt 0:0.5), Monlter 
qu'il existe m moins une droite D telle que WA. tji 11 + rttfj. oft + tl[C, oft sort minimal. 



Indications 

Definir D par une equation normalc. 






ClHpr?? I tspuces'ietfpnpls ncnws 



Solution 



EJ&piit dfcfinie par relation normala : 

x era a + i/aln ft - p = 0 r (ft. p) e [0, 2n[ x |0 r +re |. 
on obtient 

fjU,o) a + d(fd,^ 2 + ^;o,^ = 

5 + 4sin 2 ft + 3p 2 -6p(oMft tsinft). 
On Kt ainsi i.mient d illiontref que Id function 
J ■ [0/2-Tr] X [0, +cc [. (ft, pi>-* 5 + 4 e-in 5 * ft + 3p J 6fXcms ft + sin ft \ 
atleiftt S..I hijrri-j infcri tL-rt 

Oft dispose tte la minoratjun /(ft.pji » 5 + (fp 2 - 1 2p t eToCi : 

pour p 5, /(ft, pi ^ 5 * 3pi p - 4) * 5 + 3p * 20. 



Ainsi puisoue/i a, 0> = 5 r on a inf J (ft. pr = jnf /(ft. p> 

. + oo I Iu.2tt| ■■ I0-.SI 



pt, la InnctiDn/ Man! eviderr merit con’i nue, eltaattajnlsd borne infer i>lii» 
E.ur Ie compact [ 0 . 2 tt] * | 0 , 5 |. 



Cunimuntairc!* 



Fuji IOuI pailil .Tr .v, .[>, I, Ofl ft 
rf Al.J)l a - !.v, »» li ■ wn ft pi a . 



J ell bofnw infaieurement puisqu 'ellees t 
AvftSeuns pasiciires. 



Ex. 8 



L'espacP v ert grid E = Cl JO. 1J. C l •tout mormft par || . 
nwntrer que la sphere 1 unite de E n'est pas compare. 



11/ Ik = fl ' 3 P lA'H), 
eettl.11 



Indications 

Pour qu'une suite (xr £ )^ d'trn e-v-n £ n'admette aucume suite eKtraite-convergenle. il suffil qut, qi»1 que suit 
It couple (p. q) d'entiets efistincti on ait | xp - xq 



^ 1, 



Solution 



Considtoons la suite de (unctions (/□) ^ delinies pat ; 

Comrw |e jt "| = 1 pour ft reel, chaque/ n est unitaine, e'est-a-dire que 
/„ £ S Oil S«t la sphfrra uriili de E. 

La Ibnnule 1#^ -c ll, |:2 



# -n 
Sin “5“ 



donne: 



UV £ > - jp( t 'l = 2- liint tf - pt tt i\ --2 



l 



et, t'egslile etant rtglisee pour i = ^ ^ ? [0. 1) P il «i resuha : 



||/q-/plk-2. 

fluucune suite eKEraite de [/ rt ) me peutetre corwengente putsqu‘eile n'esl 
pas de Caudiy. £n com^quence la sphere S est non compacte, 



Commentaires 



las, elements de £ seal ftes fonctors con- 
Tinues sur Ie trynpad '-Q.il da Ft, ells sent 
<kxK borneas et la wme ■ !l K est d45* 
nie. C«t la rarme rfc la nmwrgence ini 
ttm™ 1 sur Fid dWiniliun 1 1), 



Cti ioJ[ sur ter que dftiK un es^ta 

de dlnwrsiHi infim* I'er^ernble des cnni- 
p«ts n'nt p« ideniiiiue 4 rmyrnibla dbs 
f« rn^-t>HT*% (et aurmpla 21 du t ftu>il. 



VI. Applications Unealres continues 

Hx. 9 



Dans E = d(|0. 1 J, Hj on consittefe fes oornnes : j|/ \\.^ = aup LTijr'i et ||/||, = / lfi.ti| dr. et on mote 

jceLo.i] h \ 

Ek * [E.II ■ Ik) etE, =s (E r (j . Ih)^ 



Suit if- rendomofphisme de E delin i par : VfE E. VxS [0. l| r X x) = ; iji t ldt r nerifiar la tontindle el 

Jo 

calculc-r la nonne des applications lineaires : 

1 fa. : E,- , i^u, : E ;i -rE k ,/-» ipt/l t Vc : E x ^/l- 



5b 



■ 



-opvriQ 



itefisl 








MhIimJc 



Indications 

Pour vn ef i jv if eniste dcs Fonctions / et g de S * . sphere unite de E,„ telles cju^ . 

II f'm ||*e = | >fa | er l| ¥[j 1^5 |(i = | frjl- 

PtJuf H?c r trouver une Suite ( /n) de Sq, Sphere unit)* de E, , telle que lint || ipe (jn) - = | te | 



Solution 

La linferite d* I'i(rt4f rale fait dec un ^Kkm»rphiime de E. 

* £tidde> tte ifa e J'lEx,.). 

Pauf toul/ £ E et tout Jt e [0, I] r *n a Id majanatinn : 

\\j Ik jfidt- i| 

d'QM II frt (ft ||« * ^11/11*, Pone V(l est continue et |f„ I ^ 



Paur/ =1. an a 11/ || x , = I el *■*</>:*} 



(*) = / 
JO 



- -v 2 

rdr h — - 



1 1 
done |, ft, t/) llio - ij eL en conclusion : | = ^ - 

• Etude dr i£CE:.:.E|>. 

Pour tour/ G E et tout x G [0. 1|„ on a : 

f* t x x* 

i^m>i^^ tdf-imuy 

f 1 /■ A- a 3 

d'oil J l^b^Kjtll Ax j || / 1| ao — dx = g 11/ II 

Done C[, esT continue et I ^ ^ ■ 

Connne/ = I donnerttga lift : !*£,(/> |i = ^, onondeduit 

- Etude tie if e G SBLBi . E* ?. 

Pour foul/ C £ Bt tout X £ [D, I ] r on a : 

I fH/M * f i Lf< r>| dr * f |/c i )| dc « || / 1| t 

ia Jo 

Pone | qp t - 1/) || * =* 1|/ 1| i, et iff ost continue 

L'egalite nWa pas lieu a cause de fa majoration -=., car la cfiMerence 

I ( l - t) t/t r)| d £ n r «t null* que si/ esi nulls. 

Jo 

It consent dc choisir une suite dc functions adequate, par exempile. 
/n(r>s nf" -1 , 

r* rue 11 * 1 

Alftrs fc(jh}U)>± / nt n df = . H/, ||i = 1 

Jo n + I 

If ft- (in) Hot ■ n+ j - 

Corawne ||/n Hi = I Hm |«r (JSi) fj* = ], 



et 



n -,+ "l 



on a stup | we */) || * > 1 „ et on pout conduie que | f,| = 1 - 



Comnientalres 



L'oaiecid Ml d ubrenir une majoraiicin Jr 
>P J/l l| - la feme Jo, \f || „ . 



.3 cil lr plm qi.miJ HHn»m I'rr^rmblf 

fohjedd est id doblen^ une rnajwadicm de 
*JJt ||i de h femw Jfc||/ 1|* . 



On recherche un* fnajorjtfen it 

ii ^anio.pp wilt- 



E>ans ce Uwsierne caa. la trarne superieure 
n'eil pas aTteinte. 




diflIHWF 1 ' Espjtf* Whirls no 1 ™" 4 



- Fjc, 10 

Soil/ £ SHE, EO dwnfe dans, des to&es i^Ji^n *t (ef>i*«p P ar la mjtrice : 

A = [Aij] £ -tt p , rt CK). 

E it E 1 £tant narrows par : 



ll-lli 



n 

X>Kj r 

>1 



-EH et i^»“ 

J” 1 

€*prinwf la nocmf de/ a l r aide stes coefficients de la matrke > 1 . 



E*^ 



L-] 



= EUp |jCf I 



Solution 

p 

Par definition decora V J e. I 1 , n U , jfiej 3 = E A f jeJ 



eS /Of) =/ I E x S e l 1 * E I E A W ] 

\>1 / 1-1 \W 

P n 

PtatanS /( jc I = E *t e i flW£ = E ^ ' 
hi ,J=l 

‘pMOm M * sup il vient : 



c-J 



1*4* p 
L«ijKn 



pour tour i€ ll .pJlr NhEt^l l^l^^ll'Hlr 

>1 

d*iic |l/t*i ||» ^jW||*IIi- 

On eft dttduit |/ < M|. 

Il uistt au nwiti* un temple Ik, hi d'wtiere tel qyp y\ hP ,| = m. Mon : 
()/{*> It® -M|l*h 111 - 
Conclusion : |/| = W = sup I A t j \ . 



Commc ntaircs 

L'«03« £ eft de dinwnf i&n lWii< rftmc j 
est UltifeUl 

On rw?iErdwiir»mjiof4ii(M # H/Hjcj „ 
delatwTwW rfjli.. 



- EX. 1 1 

ManLrar qua, cjiitile que SChtt la ftorme |j ■ || dioisie surdtpfKl, il exi5Te un reel JL tfl qup : 

V(AB)e.UptK) 2 , || AB I * p||AL|[|B||. 



Solution 

Dans la meturt ou A reprfc&Tte un endomorphisme de K p , par definition : 
,,,,, I MX || 

HA||= sup 

Xeft?\ II A i 

et pour tout ctwiple (A B), on a : l i AH II -:• 1 1 A II II H II 



Commcntaires 

(lit notP fnCilfi A I'MdnWlWpniSfni fc K p 
can&fhquement diitoe a la mairke A 

D'dp ei le theorems 15 Icamnc-iilon d'ap 
alicatwnj Uneairw continues) 



Pren6ft4uriidutrirtcirniw || < II' de K* die est equivalent a la p^cedente : 
il wtistie « et p * 0 tels que a|| ■ l| * || ■ ||' < fl|i - II « qui permet 
ete faine les majprations soocewivei : 

wm'* &11AS11* m*\\ iiBii^AMiHiflir. 

a 

a™ c'ki I'lntgalitt ■Muhaito ||Afl|| J * |i.||Aj|'|! B||\ 



L* name if* d „IH>ainn iij tatmt 

H * ludtvtH 

p 

j|A - sup El^l- 
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| tiuplhc 1 : SAtca mntfnques au waiyWw 

A. Generalities 



K designs le dorps des rfrdi Chi b corps deS iumpb.net et £ est un K-espate ufiaGriel nOMltf. 



1 * Espace vectorlel des serins a valeurs dans E 

Ut’lini Lw m I 

Sait \ u„ j une SujEb a udleuri dAfts £. 

On app?tle serie de terms general un le couple de -suite? : | | ij„ J ^ | ^ ti h - 

V ’ " \*=0 - 

n 

La suite i L':i ), de lerme general Lr n =r V| u fe est ditc suite des sommes partif U«s de la 

hr-ll 

serie de term? genial Un 

Utte Sffie £ tftfleurs dans R (resp, dans O Sera dite belle [reap, complete). 

. Kotaiion 1 . — 

La s£rie de terme g«teral u n sera notee Y un. 




E-ee flu'intnvuiat. 

tt reujhjt rifl rTHHiUnr : il 
rrvrvtn- i‘u? tojir t lLO: dr 
■wtp p*u1 4trf & 

law i'lL'i ft s*le. 



^'■ 2h L'Arttnk dr crtte dfr 
Rnrtkm nKjtfr nn rr [j/fUr 

urifbmuse Id «iDOt*i ft si- 

rit : Li n ■. les tHirelDppe- 
m«ih jHi'i I’lirv cn n r jyja 

[m;. 4 consjftrtf le c* par- 
t-rulkif rin sHn drlinim j 
ptdrlir d jn -iprfjn rang. 



^ 1 '■ 1 Henuiejjons tew -de 

Milt'S HI* In iJllL'i I ^ 

et iEJ^ lw.in. sci 1 " de irttra 
nature c'en-a-dre qu* I'ure 

LLTVFILri M *1 Ifjlmftl m 

I 'autre wtwije 



Pr^pCtete 1 

Definition d une sene par la suite des Summed parti elles 

loete suite (Un ) d'^ltenents -de E »t la suite ties sommes partrelles tie la serie de terme 

g^npral r^n, airec ; t%, - et Vn q V. Un = L^i - Un-i* *k' il 



nrfnilinn 2 

Salt { [i r j I n one suite a valeurs tfa ns e, dttmie a pertir do rang n^ ^ N* . 

La- s&ie ^ u^ mi (ur, )„ est definse par u^ <■ u[ ■ . . - * t * H t et jjj, * rin pour 
n > fl, k , est encore appelse sPrie de terms literal u n el noiee \ " tin. \ m 

n 

Pour la suite (tri',) f desMjmmpspariwJle^onaiiiorq: VniEM. it -fi,, d- t'j'i - n h 
| *-n» 

rtefinilitm ? 

5o-t N in, unE sene a valeuradans K, In ?PrrE ’V n,., (qui est du type ctef m fn definition 2) 

esi dite ded-ji'e tie ^ u-, par tfunuiure uu rang 

St (L r ni, et ' L r ,', ] : sont les suites des stwnmes |Mnielles de u n et ^ n. 

n>H* 

respectivernem, on & , Vwe' i, n n,, => i.r^ = lt„ - U^..i , *n l3j 

( tlteswerni 1 I , 

L'ensemhle fC i des series a ualeurs dans K est un K-espate vectgriel 

(L-af On v^riFie gue c'«t un sous-espace ueclociel de x E\ 
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2, Series convergentes 



^ [4] Oaro la <ai dW se- 



rii 14. Mnwnjente. >a 

rr>na 

SOmme «[ roie? 

+« 

y 

n*n$ 

+>ac. n 

V «n= Km y 

re-jfc Jc-fu, 

Tnitr Etudr dt 
uilE pnil done i* rancrei 

yw tty* de- serie. 



tit . 



IX-hniiic-in - A _ - _ .. - 

Urn.' serie Vu^i valeurs dans E Kt dice convergent^ i eiseulement si la Suite (U*) N de 
ses so mines particles est convergent®. 

Une l Me non convergent® est dite divergente 

Definition 5 

On Appel le somroe d'une s4rie convergent® u^, et on note : 

Wft *T.- It 

L tin I'elemerrt de fc dfefini par V jJ*i Mm ^ u^A* 1 ' 

* ^ n i upf ^ ■ * 



Jt-U 



n.l) 



k=4l 



Th^ii Krt-nif l _ === _=_^_____=_ = _^___ = ^^ === ™ = «_ 

One suite {on) ri - t d'tlemeiits de E est convergente si et seulement si la serie de terme 
94rt4fa3 ur, - u„„| , n =» l, esi convergent® *iJ 51 



py Pouf n ^ l r posons Un ■ On - U^_i „ il VWflt ‘ Un - y 11* - y r,^ - Lfc ] = On — Hq, „ 



fc-.L 



ft-1 



done Ik suites (tfn) . et (6'n) . sent de m&ne nature. 



Pirijprifitc 2 . __ 

Series composantes 

Supposons £ de dimension finie et rapport® A one base i<?r i iKl . p . 

Sail [un) ni . une suite de Eel (i4i) r|1 N - tte II l.p|1s« suites oomposantes . 

jp 

VnEM r Un * y U«®1' 
r=i 

Lawiie Y un estconvengiente si el seulementsi les pseries composantK ij, . iiEE l.p D) 
sont convergentes. 

P f 4-^ \ 

AlOi^: f| ’ 

I n-0 t*t \n-P L 

n ft p 

m £n posant Un = y Ufc. t/q - y H|[. r on a Oil = y 0 ^ 4 . 

k=e lc=0 M 



C ana part leu lier 

One serie ^ u n a (ermes complexes est convergente si et seulement si la serie des parties 
rtellps, J2 fln el la side d«. parties imaginaires bn sont TOPrverijefites 

+ X +« 4i 3D 



Alors, AVftl Lin = On + tbq . i On- bn ) £ H Z r y (a n + tbn '• - y ■On + j y bn . 

n«0 n*0 n*0 



^' :s 'lnni Ih tai* tas 9 

HSLilK tel hue : 

*J*i , Uv=l4 - 
Done Iw Hiitm i.14vJ. 

et Aflfrrent <t^r* 

rcrvflani*. 



Prtjpncie 3 

OfruK s^fiK sont dites de m&fne nature lorsqu J elles sont smiuKen^menl convergentes ou 

(iKiyaite. 

a ) One serie y u n € if ( E l et une serie y u n s'en deduisant par troncatirTe sonl dc m£ me 

n^nu 

nature, 

b ) Si deux series ^ un et Y. C| ri ne dstferewt que parun nombrefint de ternies, die* sont de 
mime nature. ^ Cfll 

Coog^Queace 

La nature d'uine sArie T ti n ne depend done que du comportemenl de u,-< pour n les 
grand pe valeur* de rt, on dit aue ifest une notion asymptotique. 

^tpyrbhted r:_uil 
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jp"!« 1 . Sinti Kurrtriquei uu HCtHieBM. 



2 I - Rest*? d r une serie convergent 



«i <T|1 Own k Lda cTnw S^ 
rie u,, dlft«ne A panir 

a 

Ai ram] n,, . ratlP 'rpl alien, da 
vi«nc . 

Vp i»na . 

♦ DO 

E 1 W 

n*nb 

P 

iv-E^ 

n*ri] 

fltm^tqu* : ran pojnj ujiii 

•ina/vtuf !es netetK^s 
p^l 

E * 

nmn, 

MG 

un. 

jt-p 



DchnlTkin 6 



Elant dunnee one serie convergente V u^g *¥{ £) et p un eniier nature!. On appelle rest* 



+x- 



cf'ordre p de cette wr»e et on wle ftp ta so*nme rie la &#rie E m ; ftp =; E ti.. 

n*p+l n=p*-l 



On a atars, pour tout j>eN, V l*i = Up + ftp 



n— i:- 



('*=£ 

\ nj »0 



if.. 



% 



IT I 



Pfopritii 4 

♦ DC* 

Sottfth * E itfe If resle d'ordre n dune serie convergent? E “«■ 

fc-ri'L ra^nj 

a J Pour tout no, [4n » fi, L _i - fin. . 

b> Hm ftn = 0- 

2.2 — Condition ntfccssairc de convergence 



Proprbtcc 5 

Pour qufune s£rie ]T un ^ -i'C E) wit convergent?, ill esl nkewaire que : 

n+p 

V££R;, 3 ftfef« 1 V(n 1 p)eN 1 r n»J¥ =* |E^ 

k-M-n 



c ft. 



PS La suit# ( I/ji j , det swnm« partiellM, converge vers f £ E : 

V P eR;. 3 /V 5 M. n>,V ^ ||LT„ — C|| « 

nap 

En nwlafiit que E ^ ■ £Vp - = Un+p -t — (u n -i - *)h 130 volt que : 

k-n 

n*M =k 



rit-p 



Ujt 



K'“ i. 



< E. 



A pplicalitm 

La sliiie hanrnofHque f u^. * ~ r n s* 1 j diverge, En effel ; 

^ n “^ i i^ + ST 2 + ‘ L ‘ + Si ** V*n- V »* n (^i) = 2 * 

Thfurrme 3 

^.nso i'nmrpkbe la wrir Pour une Y un 3 valeurs dans E sail eonmgente. i «t neeessaire (mais non 

harntwKtue mwrtre qu'H w tuffisarill que lim Ui> = IL ' x 

i'kjri p« '& if unt condlUon n '* x 

jijffiwnl*- ® rntwpnpntf 

*L m OhpciiiMSl^- ■ ’ ” SU ” rt * reni5rc l ue,r i(n “ tfc - i 3VK Krn^ Un = ^lim^ U n . 1 , 

pjicpsr la pr apr j i.k 

p» 0 . 

Application pfatlauf 

On utilisece tt^orfrme pour mettre en Evidence des divergences, par eremple : 
cm = « Fl r o ^ C, pwr \a\ > l. iaii ne tend pa?- vw lira, druK ^ diveiqe- 
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, Ik-liiUCiuri 7 

Une Writ dont k ternve general ne Tend pas vers i#fp sera dite ijrQssidremefit divergente. 

2.3 — Condition nftccssairc et suffisimtc cic oonvcrgoncc 

, 4 



Suit E on espace de ianach, par temple on espace vectoriel nomie de dimension fink, et 
V; Li/, tine writ: I vdleurv dans E. 

Pdu r que V Lt^ converge,, il fautet il soffit qu'efle vwifie le critere de Cauchy, epi se traduit 
par I'uneou I'autre des fofmulalions ^uivalentes suivMtes : 

l JL+p 

(1 ) V t eR£, 3N € N, V{n. p) € ft? . n > N 



X“> 

I fc^n 



< ^ 





mp 






P 




(2) lim Bup 

n-t+aa 


E“* 

Jmi 


» 0 ou 


4du Lim amp 

rw-Hje p»„ ; 


L'\ 

It-rt 1 


-0} 



B3F fc T plant templet la suite (Un) nr . , converge si et seuiement si elle esr de Caudtf e'est-a- 
dire VsERI.dJvefti.Vtrt.plE^.ns® N =► ||l/*fjj- U ft _i|| * r. 

On abluent dins! la formulation (!)■ 

n+p 

(.'equivalence entrejt) et (?) est daiie des quel'on note que 






donne I'existence (dans H) de * sup 



n+p 

Y"* 

tail 



* e pwr tout p E M, 
avec 0 a£ 5^ ^ r. 



Clnnscqucncc pratique 

PDur montrer qu'uneserie 53 un converge par application du cdferede Cauchy, ons'eHorce*a 

p 

5> 



de majorer 



fc=rt 



luttoandatfiiwiH d * a to > rr) par une suite de limite nulla. 



2 . ± - Series abso! u me nt converge n res 

Definition 8 

Une sc-i it 53 ii.-i a valours dams E est d tc absolument convergent# si et seulemcnt si la 
ikfie ^ || on || e £(fi} tot 63mwenjercte. 



Thtoitmc 5 , . ... 

Sent e un espaee de Banach et tin une «de a valeurs dans E- 
Pour que ^ un soit convergent#, il est suffisant mais non ntcessaire que v n,, soil 
absoliwnent emergent#. 

CiV 5i 53 tin est ahsolument convergent#, 53 II un II vitrifi# le oMn de Cauchy, or, on a : 

n*p A+p 

Y Let *5> k n, 

fc^n fc«ri 

done 51 “n iknfie arasi le crit&re de Cauchy et £ ManE complet, 53 Lm est oinvergeinte 
fd'apres le theorem# 

La condition n'esi pas n«essaire car il #j(ist# des series rtelles qui soot convergences et 
non absolumenl convergent^. Un example est calm da la sari a ha run uni que alternae 

Ml 



j (— I)" 

V] - j . ■" i w effet on sail que ^ - diverge et on vena plus loin qua ^ - — — 
nsl n»l n»l 



rt»l 

converge (example 2). 



Chd|>lDr£ 2 : 5M« num£ri<*JK on ■wecforleJIers 



2 . 3 — Scries sc mi-convcrgc ntes 

Definition ? 

Uw serve 51 un a valeuns dans E est dite semi-tonveigertle si et seulement si elle est 
convergent* imais non absolument convergent*. 



Exempli 



3 . Suites et series 

On peut dsns certains css* twidure & la nature d'une sine l4 « en ^tudunt directement la suite 
(Un) de ses swnmes panielles. Prattquement, ceci sera possible lorsque I'on pourra donner de 

n 

U n * y ,J fc une expression simple eo function de n. 

pt-ti 

La s^rw geom&riqij# y a n a a£C, fpar contention Va e C, a 0 = 1 ). 



rT*U 



n+I 



,, t — ’ h . 1 “ a 

5 l a « 1 Lk * > a « ;■■ ■ 

1 — a 

k -0 



- Puur nl 1 1. lim a"* 1 = 0, done lim Ui » z 

n n.-++.i2 1 — £i 

+oa 1 

La serve geomfctrique est alors convergent? avec y = — 



.n=n 



- flour Yj | s& l, a n np tend pas versjiro, done a 11 est ^erssierement divergefirte. 



HumvLjJjirc i 



la sene geometrique a" £ StC) converge si et settlement si \a\ < i et dans ce cas : 

*Ci 2 _ 

E“"= A- 

4 - 1 — a 



n *0 



t— 13 



n*J 



^ ' CP (jir pjfift 6 tW 

id urw Njrelucr* ptf on fait 
m mrthifr Kie jlu stain 
enwps tvoir Ip chaum* S). 



iim 



Exemple 2 La serve hanuonique altemee y — — . 

nj?i 

i el 

Sachanique jz= } f k-1 df P (fc£N‘)*ilviienl: 



dl. 



ft-l 



f 1 di f 1 1— *y* I f l „ 1 I 

*X TT,^ 2 * i TtT d, |"X ,d ' = ^7T ^ “ 6,31 * TTTT 

tequr monl/e que la s4ria hannoniqu* altemee est convergent^ de somme : 






sr=l 



= lim Un a fr|. 2 , 

k n -|i + 



V II luffe dr nstiaiqucr 
#ie: 

VnSVL 

n 

It" y Ufe-hn.]-t»- 

it-a j 



Excmplc 5 5er*e 5]; tin dwt !e term? general s'Krit un = h^i - hn. 

D'aprK le tfvtoffrne 2, la suite [ h.., j et la s4rie ^ ur. sunt cte m$me ndture et, dans la cas de 
la conveigence, on s P 



dll. 



?L *0 



n -0 



y LCrt = y (hnti - fti) = -ho + hn 
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I... 

□n dir pjrfoii qiif la ■sim- 
pltflCMKHI Id somt 
Ricwsun tiltaropjig* 
□u encore ijj ? Id sene kl 

tckiLDpiq jr 



^ t,2) 

Uivryrnl:. cn nt- prut rim 
dine a pn«i de ^(un+i^jL 



^ 1:131 EaampU. 

^Urtrt^H,nfM!n1p« 
n&Msainefnflin de mime 
iiatvnp p*f wemple. peer 

Pt Sln^lfe, 1-UawJi 
it,, dwergs- tl ^ L-, s t£n- 

w«fpe (-sine null*), 



rt 

Vn m 

**0 

iftn+D-1 

■ E * 

Je=0 

= a 



(Jenerdblis 



1 Application, £tude de la sGrie V' Anctan. 

n* + n + 1 



n-ij 

I 



On a id tfn £ N, Arctan -j- ■ Arclanl n + 1) - Aretas n 



n + n + 1 



<n 



done, pu isque iim Arttani' tt + 11 ■ ^ , la serif pcoposee converge avec ; 

ri -»■+-«> i 






Arctan 



■n^P 



n + jt + 1 



4* Operations sur les series 

Y mu et Y tb) sent deuic series a vakeurs dans e et a, tin scalaire e K). 

• Si Y u,t converge, alors; Y converge el on a : 

* st #au 

^ ^ A tin = A ^ ^ 4Jn • 
n*a n««0 

• 5i ^ lot et vf\ convergent, dors Y { «n + converge, et on a ; 

+ 1 V: +« +¥> 

y ( I4n + On) = tin + Ebi - 
ri-l> n-Q ,n.-0 

• Si Y bw* 3* el Y L: n diverge, ators r((j n + ) diverge. 



5- Groupement de termes 

Definition 10 

Sort v ;Jll unfi sine a valeurs dans E. et if unt- application strictemeht croissants de N 
dans N telle quo vat) 1 = 0 . 

qttt+lS- 1 

La serie dp term* g^ngral Un = e$t dto deduits da lcm par groupement 

b^lnl 

des termes ou par sommaimn par tranches (delinies au mgyen de la fonetign .*>), ':. ' 13 ' 
On conserve les notations de la definition 1 0. 



Itimreme 6 



a } Si Y “n converge, alars Y ^ converge et 



*OCi 




n-0 



E** 1 * 

r»0 



b ) SI ^ tvi diverge, alors 23 «« diverge. 

E5* a) Cette proposition resulte de ce que (v„), suite des sommes padielles de Y ^ est 
esetraite de ( Un, } , suits des sommes partiel les do Y “O’ ' tUf 
b } Cesl la contraposee de la proposition a}. 



Theoreme 7 

Si Um un * 0 et sit emte M e N* tel que Vn e N, iftn + 1) - ip(rt> * M, alors 

n- *+?3i: 

Y roi et Y »i wr| l m^me nature 
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a ) O'api^s. k theor&nve 6, on a de|^ : tin converge) =r u n converge). 

b ) * Montrons mainlenant : ( £ t>n converge ) => ( Y. un converge) . 

Lemme : 

Quel que $o«t n m M. il exists pm € fa, unique, tel que ip(pm) « n < ip(pn + 1). 

□e plus, on a Lim pn = 4% 

II -¥ 

» Si p* existi* on a p„ = max (p£ fa.ipipl =e n} ( d'ou I'unidt^. 

. Remarquons qua pour tout ke fa r on a jiifcj ? It il en results que Is sous -ensemble de 
fa, |p£ fa, 4.1 j>> n) est majors par n, Lomrre 1 ! est non vide {il tontienl 0 1, il admet un 
plus grand e#ment ce qui assure (‘existence dep*,. 

p 

■ En fecrivani ip(p) = ip(p) — ip(0> = 7 [ip(k> - tp<jk - J)] *; pM, on obtienl : 

fe-1 

fl c if {pm + l) * (pn + 1 ) JSf done lim pn ■ + 00 . 

Demonstration de b) 



Formons ]| Vp. - U, || « 



£ "* 



k- n ► 1 



i(p™+l)-l 

7 um- 



lorit 1 



On a lim un s tt done, pour tout n E N, il exists on = sup j| Lip || et lim n n = H 

rt-M-sa P^ri fl— r+-ot' 

En remarquamt que ip(pm + 1) - 1 - n * M, on obtient : 

Man et done lim U n - vp„ = a- 



Par ailleurs en pewamt v <= 7 vn, on a Um Vjt = v r done, pulque (d'apnH le 

FI— 

n=Q 

lemma) lire p* = a-c*;., |l vient lim = V, et linalement Hm Un = V 4 

- — n,=i *ISQ H.-+#D 0 



n 

n 



E i J (-u 

Example 4 un = — ^ 



M 'tore dhacun de tes 

dfuji piemfJei: dn p>,™ 

SB? ■enidtec au mayen dt la 

l*)tt ijqs fejiifaSlMB CJb .!' n 

«S df rennant W- wc 
Ikifi HQ. 



Excmplc S 



n 2. 



1 15 1 



n + (-ir’ 

7 un est de nneme nature que 7 ^ av« : 



n*3 



cos [ 



i*l 



n»l 

1 1 - 1 

- »2u + *%n+i - 2^rn - 5S - an(irt+ IV 



rs > 1, 



7 de mime nature que 7 avec : 

n^J n»0 



Wn ■ UJm-1 + U3n*S + U3nt3 



1 



2(3rt + 1) a;3n + 2} 3n + 3 
-Sn-5 

2(3n+ lX3n+2X3R + 3l ’ 




Modification de i’ordrt des. termes 



_ — Dtiiniiion 1 1 

Soil V ijfl tine s#rie a valeum dans E el it une permutation de r .. 

La serie 1 .% de terme general f n = Lt,., ril est d*te d^duite de V u,j par modification de 



I'ofdre des termes ou par r^arrangemervl {associ^ A la permulatton de o}. 
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Grttfialhn. 



■ If, 

On a wi A faradm 
I'memfile 2 uu I sua" 
nr irnr rnrvriGrrrr 



Rgmflgjug 

1 ) tin rearrangement paut modifier la nature d'une serie, 

Considiront, pur eneinple, la s4rie lidrmun,qut' allern^e \ Un, uri = 
lift) 



(-1) 



R.4-1 



n‘* 1 



n 



On peut rearrange* \ tin) . i en une S-uile (u^J _ telle que V il!, puisse, par uri reqrou- 

pement de ternnes. dormer uw serie V u „ v&iliant pour tout n £ to. u.m > . 

II suffit «i effet de ddfiner [u' rA ) de la;on a pouvoir poser : 

4) = 1 

III II 

^"’2 + 3*g* - + «*2 



3 LV> = — ■ — + + — — +*■--+ >■ — 

4 r? IS 51 3 



^«l73 



et uu salt que 

ltm 1 4 1 4 ■ ■ ■ 4-I-4:Vi. 

n-4 tag * n 



* L -1 * 

' Dm tIMIpta nous 

seront founiis par les senes A 
termn iteh pcniUh rf !w si- 
ri« nlnchiirwnri f mivwgrnbpi. 



Vft 



_1_ 



1 



2 rt 2 pn + 1 



2/Wl “ 1 rt+1 



elc. 



« 1 

(L'edsfenoe de p rt+ j est assurte par le fait que la s4ne ^ 2fc + 1 est divergent.) 



h»«, 



Par construction u Jt est divergente ear ^ > 1 + - + ■ ■ ■ + - r ' 1 J '' done, dfapn&s 

kwO 

le theoreme E, u n est egalement divergente. 

Par modification de I'ordre d« twines, on a ainsi mansforme une serie erwergente en une 
sfrje divergent?. 

2) U n r4arrangement peut, sans changer la nature, mod ifierla somme d'o ne serie. 
Considfrms iou jours la s4rie Utarmonique allern^e V u n transifocmee par la modification de 
I'ordfe des twines en : 



llll 

IJh-I — - — - 



1 



L 



I 

— — -+■ 



n> I 



2n - 1 2(2n — 1> In 2n+I 



P'apres le theorem? 7, ^ i£ est de meme nature et a eventuellernent meme somme que ; 



s— (-i) 









3 6 8 + 



J_ ( 1 t \ 
An + [ 2 n + I 2 t 2 n + 1 ) J 



Or, on constate que ^ vn * | 53 



Ufl. 



n=-i 



n»l 






En consequence, ^3 c* et, done, ^3 “n swlt convergentes, de somme ^ ^ an, 

n^I nil n»l 

Le rearrangament «a divisa la wrrane par 2» ! 

IX'tinriiiun 12 



line s4rie JZ un 4 vatei»rs dans £ est dite commutalivemcnt co^nvergente Eorsqu'elle cst 
convergent^ el que toute serie Y tv L qui sen deduil par modification de fordre des tenues 
esl convergenla, de meme somme. 
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CFupDt 2 . rurrtfrlqines m wMtorlelte* 

B. Series a termes reels positifs 



Certains fftiultats tie CHtte section f-oni apo&i ft la notion de fbncion intcgrablt stir un interval!? 
quekenqufi ryji sera deueloppee dans le chapi're 6. Leur elutte pourra, etre riserYfte- 4 une seconds 
I Kim 

ftemargues pc^linfiinaiires 

m On a vu qua I 'on ne change pas la nature d'une sere lorsque Ton modifie un nombne fini de 
lemwt L« rftsuHats qui suivent conomant la nature des series ft termes posrtifs sont done 
valabies pour les series ft termes positifs rftels a parti r d r un certain rang 
* SI ^ est a termes rWs rtegatifs, ft partird r un certain rang r J2 est de mftme nature 
et a termes rftds positifs ft parfir d'ero certain rang, Le present paragraph pwmet rtenc 
d'etudier les series r^alfes de s igne constant ft part ir d'un certain rang.. 



1* Theorcme fond a mental - Consequences 



^ (iat Pm k m # li d 
vwgwKe 

tins Ci’-=<-x' 

R— tt« 



Tbcaritmc 8 

Pour qu'une sftne ^ un ft (ernws rtels pgsitifs soil convergent il (autet il Suffltque Ja suite 
(Un) dp ses Sdfnmes particles soil majaree. 

-RK- 

Dans ces conditions, on a V' un ■ a up Un . ^ 1,19 

Z£ •*» _______ 

Itf fl iuffit de remaiquer que (U n ). est dans ce eas, une suite croissants. 



Re maw t ie 



+« 

On a alert Vn U avec U = y us^ 

n-0 



CoroJlairc 1 , „ 

line serie 52 un ft Termes rtdta positifs et une s£rie Y im sen dftduisent par summation par 
tranches sons, de minne nature. 



US’ Sort ( irn ) N et { Vr) h les suites de sommes pertielN*. 

Si un converge, on sait que 52 t>n converge et les sommes soot ftgales (cf, theorime 6}, 
Si V diverge, m a llm U n = +se disonc lim V n = +sc r car ( V n ) , est extra ite de f LW) „ . 

* * -v- +■-*- * ^ * Pi 



«5t ,:TC 1 tautt s^w cower- 
» a cermei reels msidS 
daw cpranutiCsYiminC 
wngwit*. 




„ Coruiliire 2 

Une sene Y’ u n a termes reels positifs et tout* sene ^ U^onj, qui s' era deduit par rearrange- 

ment sent de m£roe nature., Si elles convergent efles ont eteme somme. V 20 - 1 

I 

E5 Morons pour tout n€Nr«« - *wi ■ 

ra ra n 

3 ^ ^ el v * s ^ s ^ Wit ► 

ii) Suppwons 52 Convergent, 

E ft remarquant que la posirivi tft des d urine : 

rv 

1/ n < y DUDnapofi^ JV =mo*.-| Jr 

le thftorftme & donne que 52 !! ^Vi est convergente. 

*ac foe. 

De pliut avec U ■ y un et V * y vn, nn Dhtient ftlors V « u. 

n«d n»H> 
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ij bermH riels 



(iii En remarquant qu# pour tout n £ K un ■ 4,-^3 ■ Sa propwit™ (0 ci-dessus montre 
que, si r lyi converge, alors ^.i [n] = ]T loi ost convergent# av#t U * V. 

propositons {[) et (tOfmjuvent que ^ ui t converge ij #t wutement si ^ p ri converge 
ei que, dens ie cars d# la convergence,, tiles gnt mfeme scrnime. 



1 It pnliqiin 

« rtsjitat permenra ce ra- 
mrrtrr I'ftudr dr Id natur 
d uip line i iellp d'jnr 



^ jSSj Var k dMprtne 6. 



^ 

Comparison d'une strit el d'une integrals 

Suit / gne application d# (a, +»[ dans ft, (a e Rj.) r continue par morewu*, positive et 
dfreroissante. 

a i la side de terme gtrkral ion =* / - /In') (n s* a+ 1) est convergente, 

/ri-I 

b) U sene de terms general u n */(n) converge si el wuknwit si/ est int&jrahl# sur 
[fl.+ao[. * lSD 



lt3f a ) wn n'e de sens que pour n * rip. + 1, ou rig est k plus petit enti#r nature! tel que no s= a. 

Pulsqutf est positive dikroissante, pour tout n » hq + 1, on a : 

n 

0 * U*, </(n - 1} -/fn) done W n - E w k *s/(i*) -/In) 
ia seri# wn A temnes riels posilifs est. done convergent d'apte le theorem# S, 

J1 

b} Posons .U n = ^ ujt r (n ^ no) ; avec ia relation de Chasles on obtient : 



lit-n, 



13 f-k n /■ ns 

tv n = e / E w - / ~ ** 



■/(no) 



done, pulsque lim W n esdste {d'apte a)) r les suite (U n ) e-t (i n ) avec l n = f /(r*dt 

n^4n \ v * I 

J rvi 

sont de mime nature, iafonction/ liant positive, on salt qu'elie est integrabiesvr [no, +cc [ 

rn 

v et seukment si la suite de temne g^n^ral in - j /(Odr est convergent? ■d 1 ^' done 

Jim 

si et seulement si la s4ri# ^ un est convergente. 



■ft* |£A 1 Vor le dmprtrt 6 



be iwnbre a erudlt tn 
AiulyM MPSI. {hapiire 9. 
Euler en a fntimi ¥i 16 pff ■ 
rriirea dkinu&H en 1 7H1 . 

A ELIO - * pm c o a : 

T “C.S772 
it pAn Ertcisement 
0J7TS1 



A pplicalicm 

■ $£ri? de Riemann i V* -4. (nER)r 

n 

■n-^1 

Si u * 0. la sene est gmsskrement divergent*. 

SI a * 0, par application du theorems 9. ^ \ converge si et seukmerrt si x> 

n^l 

integrable S4f [l r +oo[, done si ot seul-ement si a > i, ^ l231 



FcirmLiL.in' 2 



est 




La constats!# d'Euhr 

II eicist? un ntel y appall wnstente d r Eukrt#l que kirsque rt tend vers +3t : 



IT 1 1 



+ 'll + o( l> ei 



rut 
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Ch^piee 2 : Sftts numMquH mi rtticreHes 



.■a*- 



Ulifetf k changt- 



menc ds variable ifcfin par 
t = fr| m <cf- -rhapibE 6 |. 



II suHit tT appllquer le th£or£me 9 avec / ; t -* - . 

f n dt 1 

La s4rle de terms general llvi = / (n * £) «t convergent# d'ou fidstoa 

Jn-i * n 



d'un reel ( tel que : f *= lim Y' c^t = li 

n— *— — ■ n-*> 



hirii 



lim f &m - V' 7 : | 
n »*«j \ U fc r 

V bd / 



On obtient le rkiltal annonefr avec y = l - f , 



• 5£rie de Bertrand : Y^ — - — - (peR). 

^2 m<nn) 

Soil a = aup (z,e“®) ,/ ;jtr+- ( j[t csl positive, decroissantesur [a, +oo[. 

1 \ 

.Ainsi 'V — - — - est convwgwfte sietseutementsi x>-* est mtegraWe sur 

nttnnf j«K nxf * 

1 

[a, +cjo[ done duiii si et seuterment si t >-* esl intfrgrable sur [ fn o,+oc ■[. 



Fomtuliirt 3 



1 

V converge ii et seulement si p > 1, 

“ n((n n f 



JW 



2 ■ Premier theoreme de comparison 



. Thfrortnie IU .. .. — 

Sait Y ft Y on d#«K scries is tames reels positif s telles que VnENl ( C*iM^ ur . Alors ; 

a ) pour que y Un converge, it soffit que y ly, converge, el, da«s ce cas, 

*ac> +•:■»; 

Vn E N„ A « ^ Ufc « ^ lv . 

t-n fc-n 

b) pour que V dr diverge, <\ suffii que Y u« diverge. 

n n 

BSj Moioitt tAi = ^ . cl* el V„ = ^ i*, on a Vn e N. 0 s Lr„ « V n . 

Jt— II* Ir-IJ 

a } La proposition a) est alors consequence immediate du More-ire % et par passage i la 

P P MD ■H3C 

Unite, llnegalitt 0 s ^ u* « ^ ^ donw 0 ^ ^ u h * ^ ^ . 

fc*n fr=n fe=Ft fc=rt 

b) O'autre part, si y un diverge, on a lim Lr n ■ +oc, done; de L?n * V rt , on deduit 

n— ^ 

Lim l/ n = +fx; y Oji divarge : i'esl la prOpOSiliion b). 

J1 I + 3C- 

A pplicalUm^ 



Cr i tere de domirraiion 

Soit y un et y u n deux series a termes r^th posilifs au iraisinage de +dc teltes que 
u n = o(r>n} jresp, Uri = 0 1| (pp)t quand n -* +_x>. Alors : 

- y m, tanverg* y un converge ; 

■ y us r diverge y vn diverge- 

CopyTiqntsq mafe r 



ial 
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70 




5?ripi ,i ^rmp; rfrl; ptyjltk 



K&’ Dans les deux cas, il existe a ? 0 el un fang r^i (els que, pour tout n ■ no , U e. un « a^,, . 
I su'ffit alori d'appliquer If th&Orfeme ID aux siries tmnqu&S ^ u n el ^ Un . 



ni«nij 



fu> rij 



H.rmarqLf- 

L« Dldte !*,=(> j| ^ j 

E[ W fta- 

liipeuiwtfniiiE 

pdf lirr. n*iin-D tc 

n— »f-3C' 

H n'ein^ *ei b*rr#fl d'oO le 
mn dt la irglr 



Crrtere de Riemann ou rtgle n"Lb, 

Soit ^ Nri une serie a termes rfek posilifs. 
a } Pouf que ^ u^ converge, il sutflt qu r il enisle a > l tel que . 




(resp- ur, = O 




quand n tend vets +®, 



b) Pgur que ^ Ltir diverge, il siiffit qu J ill enisle a ^ 1 rel que : 



^ - o(un) <resp. jjr 



O(ufi)) quand rt lend were +oc-. 



D 3 On appltque It-critpre de doniinatinn sachant que 
I lorsque « < L 



1 , 

i? 



converge lorsque n>let diverge 



t. I J71 Ncn?r ijufl- r«n e?F 
wal quri que sun p. 



Of NLLVIMU qud 

qve wit p. 



Example. Les Series de Bertrand , =-. (n, p>e R 2 

n a <&tnr 

i Le cas a £ 1 a ete ftttdie precedenunent 

Muter, que pour p -- 0, I'inegalile — - — s 5* 7. peui Itie utilise. 

n(in nr n 

1 Cas a *■ l ; comiderons y reel lei que 1 * y * w. 

On a n'un = n 1 ' - '" tfhn} -( \ et, puksque y — a < 0, il vienl : 



Um n 7 tM n = 0 c'eSl 4 -dirE on 

n-*+aa 



■•(i) 



ti 



1 27) 



D'apres la r^gle de Riemann, Y evi estconvergenle. 

1 Caib<l: m a id nun, = n 1_ “(fn n) -01 , el, puisque- 1 - a > 0, il viant : 



1 



Urn min ■ +™ c'est-a-dire — ■ o( «« ) ** 



L i»j 



Fl-f+fXi 

Daptes la rk|le de ftienunn, 1] tv, est divergent 

_ Ponnuloire 4 

1 



n »3 



n n ( 6 t n) 



converge si et seulemenl si la * 11 ou (a * 1 et p ^ 1). 



Pemqnquef qu? 

Un i^tUn *™ Nr > 0 . 



Fleglu des equivalents 

Soit ^ u n el 2 un deux series reelles tellesque, su voisinage de +«:, vn 3= 0 et u,, - ly,. 
Alors. on a egalement tin > 0 au voisinage de +-x et les deux series sent de meme nature, 

On a, lorsque re tend van +^j r - fVi = 0(0r)et or, ^ 0 . 

1 3 

II exisle done no E M tel que. pour tout n, z< ng, |u n - un| * ^>y, , done ut, * g im et 
vn * 2u n . On cond-ut avec le tMorinme to. 



Reiiiimuue 

tette riigle s'applique auR series de signe constant a parti r d'un certain rang, mais elle est 
en d^aut si les series comparees ne sont pas de signe constant au vuisinage de +r\) r (v®ir 
Wise new Bum, Exerdce 3-). 
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ChapiSin 2 ; Srn« nurcr :|jit :*a mlLrdlui 



AnnliiaLiun Elude pratique il'mltr serie ^ n. L . 

On s'int$r«M a dcs scries de signe constant a partir d' un certain rang, 

*L tm U «t dalr qv'i tw*a Dana ^ nombreu * m F™™ ; 

j'fRwwr dr upuw n, pka i ) ikter'ininer une sfrie ^ telie que 1%, ■*- u n , done de meme nature que un ; 
umpte jmssuHs, +™ 3 

2 > puis condure h ia nature de £ **» 5git di recrement soit ava: ia nfcgjle de Hermann. 1 30: 



HxempLe 6 £ hide da ia serie de tarn* general un e vV + an - v'n 2 + S. Ca e R>. 

En devtiloppdnl Lin on obtienl : *° (^) - 

Si □ * g r un^ ( 2 J n et mi diverge d'aprfes iartgie rks Equivalents. 
Si a = j et u* ■converge d'aprfes la «&grie n*ttn. 

1 i + I j_i| 

Example 7 etude de la s4rk de tome general tin * Cn + IV n “{n-I) « , 



*i l31l L£ i£tnf prtp&iKWHanr 
*n supKanr tit. dant "f-- 



t j it* 4 1+4 

C n + 1 ) ■n = rt 



, ivl+- /i fttll / r» \ \ 

(n+l) n - n e \ / ■ n I 1 + — *o[ — jj— I ] ■ ft + frt ft + 






(3 If 

Done 



+etffri n) r 



^ (8£, Lk sera na Icrtand 
ne font pas paria des spies 
de rHrience Jdrrism p.ir Ie 
program ma t J »jdra done 
dans uik Irik scalier, (Ce 
en iracre de esndure avec la 
regie de Rtemanri. 



De nkme (n - 1) 



1 

!n — 1) nane " v n r«rt — fltri + 



o«h a). 



i+A . i — — ^ . . (n n 

Fingktnent (n+1) {n— l) n = 2 Cn n-t o(tnnJ el tin -2 — p- 

n 

D’apifcs r^tude des series de Bertrand, ^ % converge si et seulement si « > 1, 



,133? 



3- Somtnation des relations de comparaison 



3.1- Cis tics series converge mes 



Thtonfeme ll ___ ___ 

Swtimation des preponderances 

ScHt itn et ^ i>i deun, sides £ lermes reels tellei que ; 

• ^ on est a termes positife a partir d’un certain- rang, 

• converge, 

■ un ^ cH.unJ quand n tmd vers +x, 

AIms te restK dl’ordr# n : 

+QQ +X 

Fin ~ \ ^ tit et Tn — ^ ^ l\ 
k-?i+] k^ji+l 

verifienr Kr, = o(Tn) quand n tend vers +^*j. 



I%" Four tout e > fl r il eidste rij> £ N tel que, pour tout n ^ rv, r |un: « £Ur.. 

La sine u,l est absdurwnt convergent^ d'aprfcs k premier th^oiime de comparateon- 
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Sirir& .1 Ittttws, iwta pcnibh 





-P-DC- 


Pour tout rnjj on a 


51 ^ 

k»n^i 



4 00 + DO 

r lujtl^s ^ ut c'est-S-dire |fin|sfiT n . 

k^n+l Jt— n-* 1 



Thcijrtmr 12 . 

Sommalion des Equivalences 

Sflit v^fiv^ deux sErptw k temws. rEels positifs A partird'un certain rang lelks qiue ; 

- ^ un converge, 

■ hh - i*i quand n tend vers +oo. 

*' v 

Aloes, Y un converge Egalement et let reste* Rn el Ti S vErifiem R* ~ T n . 
w 



ItS On a id 



u„ - ■ a{tv,), Lettieareme 11 s'appiiqtre et donne : 



V l,Un-On)*0 

k-n*l 




test ii dire 



Pn — Tji — <1 ( Tn ) - 



i 

Excmpk 8 trouver un equivalent simple de , quand n. tend vers +-x ; 

k=<t k 

a ) en c&jrsiderant la serie dt? terms mineral tw = j-, 

n rt + 1 



t <aa 'Vf? du cha- 
pee fi. cn Ctrira dverte- 



’tjl. fK*l 

% 

ten 

F * ix _ 1 

Jn ** " 



,J,+i Ax 

7 



f 

b ) m considerant la serie de terme general u', t a / 

* n 

a J ■* - JjfiTIJ - ^ D'apres k-thEorerw 12, on a aluns E ( £ " *7! 

_ ^ ft 1 \ 1 , S l 1 

0r EU-m J“n dWK 

fc=n \ 7 ’ — 



■+OQ j -K3C / ^ 



fc=n fc=n 



fc“-n 



1 f n * 1 d* 1 1 

b ) Pe t 5; | — a£ — cn diduit im ~ —* 

tn + If A x 2 fi £ j? 

1 r* jj. 

D'w. cTapits le ih&jrfeme 12, 3/ -j- 



^.■inv r ] ^ , Hm v r ^ . 

“A x 3 A ^ 



X=JI V* ■[ ' 

P "l ^fc+1 
lim 



k*n ' 



Avec la relation de Chaste* il vient : 

**»*&* 

“S* a ltm 

je* p-^+™ 



T-d." -| 

fc-n 

1 1 

d'&ii. line lenient - - 

*— n 

1 - ^ 



f % ;. n- 

A x 3 p-m* ^ P/ n 



. <S33 



Extmplc ^ Trooper yn equivalent Mmple quand n fend ven +■>.■ : 

a,L b) * B "‘£H(^r 

fc=rl; 

1 r +l A^ 1 ., . , 1 F^dx 

a)D# 7 ^ cndidurt r} K t»* 

^ 1 ^ / ktl dx 

2- ^ " 2- / ■ 



a > 1. 



Is tteorEime 12 donne t 



Copy rip hied r 
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■c 



Chdiiiir* ? : SHm nuiii6iiqus& oj vecanelie* 



*i 1 ,l4 Apii>s l>tud* du ch*- 
pie* 6 on Scrira direoement 
*™ fk+l 



f -1 ^*r#l 



£j[ % 

(e=rt * * 

/+£» . 

■/. s 



£/. 

r 



d* 



jrf 4 n jr!^ 



dif 

Jtl&L JtT' 



+« j.fc+1 

fc=r/ fc 

^ f ** 1 dx r p dx 

2 -/. 7 -JSl/,?- 



Or / -r b 1 jin V / s ^ artC ^ retslon de CMsIk ; 

*— Jk K x 

fe=ri^ r Jfsfi. *■ 



I 



<n — Ihri ” -1 ' 

'On petfl p nt dn 

ramme ci-dessve ou awt le 

rihapHir £., ttrrE dr L'iEmrvrl 
+oc .ft + l 



fc=fl 

(T oil, final-ement An - 



■ p 4x n 1 -' , -|i ] -* 

lim : = — — r 

**» l- Ji p-»+^ tx-1 (Q-l)n a ^ 1 



.***) 



1 



b ) On a de meme 



la - lni~' 

d* 



1 _ f 

^tnnr /„ 






d'oii on dedu.it d'apres le theoreme 12 ; 



^ r * 41 dv 

Bm 



k*>i ' 



jn! Cruel 



w ('wt-^Hdine fir 4 ~ 



1 



(a - lK£n nf 






3 2- C as dcs series diverge mes 

The ore me 13 

Sammatmn des preponderances 

&oit V un et Y u„ deux series a termes reels telles que : 

■ }2 l'i, j lermes posltifs a pariir dun certain rang, 

* Y, diverge, 

* uri * o(un) qua«d n tend vers +oo, 

AlorS, les sorlmes partial let : 

n ri 

«t Vn'Y* 






*r=fl 



knO 



verifient u n * o( v n ) quand n lend vers +oc. 






Pour tout std, j | existe no e ft lei que, pour tout n * n^. | un | ^ ^ tvt. 

FL 

En icrivanl, pour n * no, UW = ^ ut, on obtramt : 

fc-no +1 

I On | *= | Ut | + j W* 5*it au5ti | Afn | ^ | Ui*) | — tj Vj^, + j Vn, . 

k=i^*l 

l^n.1- l V r rv 

P^r ai|l«irs> on a lim Vn - +-?q done lim = 0 et il eniste : 

Fl—t+iij Fl=K 4 QQ Vn 

ni G Fd tel qw pour tout n ^ jV n . 

finalemenl, n > ttunxl no. ni 1 =► | . =& e Vn P d'ou la cwtlusion , 



Theorcmc 14 ... , 

Summation des equivalences 

Soit Y LJ n el Y ^ deus series a termes reels positifs a partir d'un terta in rang el telles que t 
- Y **1 diverge, 

■ Lin — Cfn. 

AJors, Y lJ n diverge ^galement et les sonnanet parodies et Vn virillent LW - VW, 

+-3C 

D3“ On a it! «« - vn * o(&t} . Le th£er£me tj s'applique et dqnne : 

y^fijfc - « o [ ^ v* J e'est-^dire - V rt ■ ^tV!,). 

*=0 \K^) / 
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Exemple 



Exempli? I 



*i . ' ,Wi ' I^THJr 1 *0 if SSI W4I 
iur |l,ioo|. 



jrniwiu? 

In+UUfiCrt+l W* -rrtft nf . 



Sprier 3 tenw5 mis pwnfrfs 



0 Verifier qt*P, lorsque n tend vers + v — + It) - fri fxi n'j , 

it | 

En deduirp un equivalent simple, quand rr tend vers *x> de V — 

^ It fit 



k*a 



Untdkul de dtveloppemenls asyrnploliq-ues danne Or(friiii + 1l) - fn(4>l m) - 

1 

D J apres I'^tuda des strips de Bertrand 1 , ^ ^ ^ ret divergent a terrnes reels positifs* done 

1 



n>? 

rt - n 

te Ihtcirtme 14 ddnrae ^ — - - - ~ ^ (fit fti(A; + 1) - thfii It) soil ; 
t-a k=s 

FI 



1 



n-2 



irtn k 



- [tn (ihi'n + 1>) - in in 2j - <n<Cn n>. 



TFQiivef un ik^uivalenlsantple, quand ii fenditeti + x , dp Y , n<|. 

rvi IN rVr 

u 

La strip de Bertrand T' * avpc n * 1 fit divergent* 

Fdfn nr 

n>i 

^ est decroissante au voisina^E de i-qq, V 3h il existe dooc no E N tel que, 

1 f" 

" * "* (n + lXftitn + 1))“ * J n 

1 . f 
^ Jn 



poor tool 



■ T ' +1 dx __ l 
jtt&iJtV" n(£rt nt 1 * 

*r»l 

i ATI 



■et on en dtduit :: 



ficrn i 



.id./ii *r 



n ^ r 

Letheoreme14dofiwalors -n- - Y^ / 

fctfii ft r ■ i t 

*>s k-* K 

Sfl-t v 1 r 1 ** 

“ WfclltF j 2 xi/n xf 



Ml ^ 
JtfC/Ji xf 



D'ou eocone ^ 



Mh(n + 1 J) J _<l - I (n 2) 1 ~ fl ( (n n > 1-ft 



M2 



fctftl fcj" 



1 - a 



1 — a 



Application : dtevoloppement Jsympia tique d 'une suite 

« £as d'une suite fun), E croissants telle qua lim ii„ = +rx- 

( Lm ) p est, 4 une tunstante additive prEs*. la suite des sommes partielles de la serie de terme 

n 

general positif un = un - u fJ _ i : v n = ^ » Un - - 

t-n(i+] 

On a aiofs un ^ et pour la serie V r „ on pent essayer d'appliquer le theortme t4. 
i Css d'une wife f tin)., € monotone telle qve lira, u n * ^ € R, 

On intnoduit encore la serie oc terme general un = loi - u„ a et dans ce tas : 

+**; 

t — Un = lira U(V — tin = > - 

W— i-4-rxi sS = E * 



k"«n+] 



On est ramene a eharchar un equivalpnt die J? n reste d'nrdre n de ta strip V u n dunt Ip tenme 
general est de si$nt constanl : on peutess»ypr df'appiiquei te theortme 12. 



_[ Omirtw* 1 . Mfiw nuffrf’lquts ixt vKEMfcllw 



EmupJc 12 5oit(u,,) r eB^Hlleque ug d et Vn > 1, Uh*B n n -n nl 
et € H jV dtfinie par VneM. ls, ■ (t\ un . 

a ) Member qu'il SHiite & el |a reels tels que i*, ■ fc fn n + j* ■*■ of.1), 

b ) En dWteire quK eniste fi r&H lei que, lorsque ft tend wrs +rc* u n K-Jri , On ne dlfllinlt 
pas de cakuler K. 

a ) Sflit w*, - Ur+i - utn = *i sprts simplification ; 

(itnal-n^i^l+^J (foil 1 ^ 1 “ 

et savant qua 

Axt 



n j n ^ n j 

La th£orfrne 14 etonne alors ^ ^ r at sjdvant qua V] - - fen, 

* J Lj ' -l pC '*- — ^ K +OC 1 

fc-l Jc- 1 k- L 



on an 



I 

d£durt t-vi - - &i n, 

+QL 2 



ofl ofcHant : 



Fonnons dbnc iralnftfwit *i *= — j 6i(n,+ 1)— ^un - j (n n^ P 

»,.l-(«+j]ft , (j + i).t-( n+ *) (s‘^ + '(£))■ 

Dwk xn » C , e ' h ^ ,erme S^neral ** rat abseriument convergenle. 

n-l j n-l 

- -<hn-wi r fte lim > jet = A on d6duit : 

£ n«*40G 

^11 



i 

Sachant qua * un - - 



i*i = ^fnn+rt*i?] + a<l}. 



b) 



Awe lea^oncblient un ® a 1 * 1 * v /ne* !l4<,f:i 1 done Udt '-Kv^’ ouemapcs£ff 



E Kt mplc I i Soii la suite ( Mr, ) nt , , d£f inie par Un * ^ th Jc - n. 






a ) Montrer que {tin), rat con^ergente. 
b l On pose t ■ lim un J tremver un Gquivalem simple de t ■■ n,-, . 

a ) La suite (ukt)^. aside m&me nature que la s4rie £ un avec t*, =» n* - Un-i in & l). 



On a id uv, •■ thn - 1 ■ — done on ^ ~2e ** at Y wh ast da 

l + e - * n t >o o 

meme nature que la s£rie gdametrique ^ p _an J cast-4 -due convergente. 



-In 



400 



2 e 



-fti 



b)En^crivant t - um ■ ^ (u t - u ft _j ) r avec te th£on£me UjOnoblient^ 
h=n-ti 

+oo 

^ * -ak done 

k^rt-t-] 

tl^nkw |5 _ . 



La formula da Stirling 

lorsque n tend vers +oc ; 



n ! n Jt e v' 2 ir rt. 



t. 1 La d«nc«HtraiitHi d« D3* l3Bl D'apfte I'aaempfe 1 2, il existe un r^el K lei qua ' 

r* rfc.uirdi n'«t [liri t'JajHe. , 

nE*-lfn ,, ie n -/ri 



{i| 



ll reste 4 Valuer K r ct- que I'on peut fa ire aver las int^alas de Wallis 4iudl^es an Analyse 
- MPSI, chapitre 9, example 12 : 
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Ships a (rmtfi, rtrk posits 



en posant W, 



(2rt)j tr 



ri l#ll , 

'n = / un 11 dm a pour iovt ir s ry . ^ B ^ et au voHin age 

Jo 2 (nJj * 



de +3c, iVn '- 




3^ 



W 



Avet (1), on obfient aprh simplkaton w !rl - — . et d'apres (2J, ]im w 2n \ j — ■ 1 

Jfi/2n in+oe it 

tfou K ■ v/3rr. La formula en results. 



4 



Theorems de comparaison logarithmique 



Tlkwfcmc 16 — , „ ___^ 

So t V] lm et ]T LVi (feuj( s4«e& A terfrft« reels stri dement posilifs. 
On suppose qu'il e*iste £ M tel <$ue : 

iwi , *Wl 



VrvE % Hft ^ n 



Lin LVi 



Alors : 



a ) pour dpte JZ converge, ifisuffit qufr Yj w* twiverige, 

b ) pour que Y tin diverge, \i suflit que un diverge, 



c ) darts le cas a) r pour tout n > r^, on & V u*; > — V”' . 

kwi k-.n 



n. — 1 

■ On a Vn ? rag. M | . = T7 done tfn » no.lin * — u re etles prapoatiorrs a) 

H/l Ci Jtl - life 

KafV 

el b) r&ultent du tb£cr£me 10 



L-'jy, 



■ Supposon* Y vri convergente 



* LLrr riI . T — ■* 4Jn T — 1 

On a, pour tout fc e* n * no, * — L-vdoO ) 

k-.>i k-n 






ELfegte 1 

Oitere de d'Alembert 

Sok Y urt one serie a ternies fod-s sfaclerpent positifs, 

3) S'ileKiitekelO'. if et rtjeNTelsqueVne^.ii^ =* ^±1 ^ k, 

, t— ■ ^ n ^ km 

alors, Y converge et pour tout n s- ng O^Rn ^ ■ 

ic=hj-i 

b) S'il esdste r^j S ht! tel que Vn e N r n =s- U J t] 3* 1, afort ^ un. diverge 

grossierenwnt. 

Ll_ * a 

e | S'il ewste t ■ lim r alors : 

n— h-do Un 

« si ( < l.^Z rtn converge 
a si i > l, JZ tin diverge grossieremont 
■ si I = 1 , on ne peul rien dire. 



iqhtedi 



erial 
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. Chjpift 2 . 5£rtei iiuir«rt|jtf& uu rtCtorelles 



E5 ' Introduisoais la aerie geon»&triq.Me de tenne g&teral t*, = k n : = fc. 



Un 



a) est consequence immediate du tMorerne 16, 
b 'f resulte die te que f Lin) Jt= . 1(( est croissants, done Vn ^ Ftp. tpi ^ L[I ^ > o, 

U I 

e) * £i f < 1, soil Jt tel qua t <k< I, puisque lira — — ■ f r il exist® E td 

Hr+-Mtt [Eif 

qua Vn 5» riq, ^±1 < k T done Y tin converge d'aprirs a). 

L-Cn. 

• Si e > i r il exist® no e N te) que tfrt ?= r^, S' i, done Y «o dnefyegnuUiUHiit 

— rl 



d'apTfcs b). 

• La 03$ ( = l put lb pmduire auLii hien avec un# s4ri# convergent# 
une s£rie divergent# ^Y * j. 

« . L ig n rt1 

hxetnplc 14 Etudicr les series de tennes generaux et Vn * -tt - 



( l] ^ J qu r aM®c 



* ' ' ! On peuE dLiii Lfljlhei 

la fumwlf de surfing wee 
laquellf on cbtiprt m -V^rrn. 



■ SI* "W ' nTT «E «.«*■■» 

. 56il. e f " '\".«fi + iV n . e 1 -"‘ , ( , *i) M4, : 

On yn + Y n J 



LVi 



i 

2S 



s 1, cependant, on a, au voisinage de +do r 



On se trauva dans le cas doutews, : lira 

”l"-r , done il exisle «□ eN tel quB Vn > un diverge. 

■* H: l-Vi 



C. Series absolument convergences 



1 . Absolue convergence 



MP 



dhapnre 6. 



1.1“ Mcthodes delude 

Four etudier I'absolue convergence d'une s4irie ^ w* 4 valours dans E r on utilisera las criteies 
developp£s dans I'etude des series a termes reels posilifs. 

En particulier, s'il exists Y t; n ^ twnw* reels posit its convergent® telle que u., ■ ou 
un = C)(un) quand n tend vers esc, Y ^ «t alors absolument convergent# 

1.2- Prupri£t£s ge ne rales 



Theuri-mc- 



Comparison d'une serie complex# a une integral® 

ioit/ un# application de dasse C l sur a. -hx 4 valeurs dans C telle que f soit integrate# 



C&' 4 *" sur [a+dc[. 

Ators la serie de term® general um 



I JtOdt — . 
Jn 1 



fin> esl absolument convergente. 

L.^:|..:yi u'.jl'T.Cc: i v 'Vi .? ri a I 
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Exempli 



^■4ij Qjf tfl- 

inrtgrdbk >j- [i.*»[. 



Script Awlurwnf gpm yqfntu | 



(ES' tiVi Ml d^Finie p&uf n ^ FVi Ou rt^ e N esi tel que i\, ■-" a + 1. 

_f etant de tlasse C 1 i une inregration par parties donne : 

jT n r* 

f J\ t)dr = nj\ n> - { n - 1 )/{n - 1) - I t/<6dt 

Jn-l Jn i-i 

/ H f n 

done u'a ^ (n - 1 )(/£.fi) -J(n — 1)J — j tJ^iOdt = I (n — 1 — tJ/’l-tMt- 

Jn-1 Ji\- 1 

f n 

On en dfrduit |mnj * / |f r (f-)| dr, Or, (jar definition, |j'' est intigrable sur [0, +ac [ 

J n-I 

fi f n 

done lien / [/{(!! dj Witte, cequjtradurtqueJa-swiedeteiTne general / 

/ n-| 

•asl EWivergenle, el la majOfatian pretedenle donne la tuNvergennE de Y |wn|. 

I ^ ^Eudier la nature de la sene de terms general : a*] = 11 ^ n . j 

m n 

_ u , nnl&t) _ r , , 

Soit/ ; If-f - , 

n , T 1 r r . s fflurfFi O- 3in(& f| 

/ est ds class* C 1 $ur i, +«[ a«c/(t> = - — — . 

Ona i 1 1 * \ et/‘ «t done ini&jraWe sur !,+«[. -ti 1111 

ir ,, ,, . , . , . . „ , f n Mntftif), siiU fn n) 

Ainsi le theorem* 1 7 donne que la secede lermeg^n^ral : = / di — — 

J ji— 1 

est absolumeni convergente el il en results qua V JJri est de mernc nature- que V; u„ avec : 

f n ainlfritl 

J-'ti = / dr. 

J Ft-l 1 

, . , . A / rt Bin(tnt) f* A . J , 

Calculonsdonc ) Bt; ■ f ■ — df ■ f sm LtdiJ * I - tael -fn n). 

/l * Ja 



Ainsi ^ Li k n'a pas de limite quand n tend vers +-3c, oe qui prouve que Y diverge- et il 

Jo-2 

j en est demeroe pour ^un, 

Theurtme IS 

On suppose que E esi de dimension fin ip : dim E = p. 

5oit ^ une base de E, | tm) gne wile de £ el (wtn), £€ H l.pD- V* wiles 

composantes. 

La sene JT* a,, est absolument convergente si et seulerwnt si les p series composantes 
^ Eif.n, re 0 l.plr sont atsolument convergenies. 

C2i E cram de dimension finie, routes les normes sur E sont ^quivalentes : la nature d une serie 
no depend pas de la norme choisie. 

p p 

Uliliwns la norme definie par || x Hj ■ ^ |jf(i aorec ^ = 51 A;Cr ' 

■'=] t*i 

p 

Or a aiors. pour tout n e || ret |l] =» ^ |nipi| dw I'absdue convergerKe des series 

M 

Yi LiLn donne cetle de Lin- 

De meme Vie |l.p|.Vn€ Fu. I lclhI ^ || (in li, done I'absolue convergence de Y Et " 
•donne telle de chatune des series Y I S I l.plr 



In 
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Omiiiii# I . S*iw ^iintfrridtjes- ou rartMieiles 



* Cas parti culler 

Ufw serie u>, & term® complex® esf ateoJument convergent? si et seulement « la 
sene d« parti® reell® «►, et la iirie d® padi® imaginair® t>, sont atwolwment 
convengentes, (u n * a n + O^Con. £h> E R 3 ). 



Jiflh 

□ »;[ in pcimiti- 
tW d? IV 



Thifwtme 19 

Si & «t un espace de Banach, une s^rie absodumerrt corwergente £ ^ a vaJeurs dans B, 
®t commutativemeivt convergente. 



m 



D'dprfes le onllatn 2 du theor&ne B, tout? serie dedurte de par rfanange- 

ment ^ !4S;i ®t encore abwlumenf convergent?, H reste a comparer les sorwies. 

La serie ^ || iin I vfrUie Ee entire de Cauchy : 

R+p 

Ve>0, 3jTflEfy, VCn, pj E M 3 * U > ns =#■ ^^||iitll<e (1) 

fc-G 



n It 

On note, pour tout n, Lf n * ^ t F rt ■ ^ Wm ki* il vientl 

k*0 k=0 

N 

Wn — Vr* s ^ ^ fc'ft tJh- 
kaO 



CRI on a pose JV ■ max [rt,a<0) h iiril} P . . . ,<rfrt)} et pour tout k e ffOciVfl, f* =* 0. 1 
ou — 1. 

Supposons n > done N > ng . Pour k £ D 0, 0 on a e k ■ 0 si et settlement 

si fc e { tr «». od X * ■ ■ . cKnj} d dne si et seulement si ir _1 (*c) effc.nl soil aussi 
n > <r -1 (k). 

Suit altars nx * max { , cr - 1 (0X (t - H IK ■ ■ ■ . <r~ 1 ( ) ] , Pour n > nx . on a r 

» 

Vk € II O r r^ I r tjj = 0 done Un — Vn = e^Lt* 



et r d‘aprts(U||Wi-Vn||* £ |t%||**. 

k»Htl 

On A ainii mc-rtre : 



Vr > 0, 3rt| e N. n ^ rtx |j Un — - V n || -c e 

*» 

c J ®t4-dlire Jim (At- v„ = 0 etdmc ^iv,bd =*^un . 

n-tr n-tr 



_ — TbeDrcmc 20 

L'ensemble des series absolument convergentes a valeurs dans £ espace de Banach, ®t un 
SCMJS-Kpace vectociel de l 'ensemble des series convergent® ^ valeurs dans E, 



QCf D'apres le theorem! S r c'esl un sous ensemhle non vide (ii comient ia sene nullel de 
I'ensemble des s41es convergentes a valeurs dans £. et il est stable par combination 
Impair? car : 

i|XLtn + |M5n|I < ;k| IjUn!' + M-l |lttra||. 



m 
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la itonps eudl- 
die-mf l-.i Iwrmrtlfcnne -Ksa- 
oet tv. : 




*1 1+1 1 Vnif fllg^bne - fiia- 
nflre MR. diapitrt 6. 



jjn | 

^ Now? que p* ion- 
veiiEOrl iP a ev 






Series jfesulumpnt corwqentBi 



2 r Les espaces £ 1 et € ' 

,_ Propriety 6 .. . 

L'ensemble des suites (wu) N E lei In que ^ |ur,| soft convergente, est un K-espae* 

wctorfei 

toe 

^application N\ : u *+ ^ |f4fi| w u * (un) N est une name sur celespace. 

na 4 > 

L'espace VKlontl norm# a.nsi defini est note £*(K) ou f l . 

H3r‘ On »ir deja que I'ensemble des series ataalument contfefqwvtes In vat&urs -dans K est un 
fc- KplCt- vectorial {tb£<W#me 20). an v^rifie sans difficult que JV, est Line nwine. 



Pnopneit 7 

Une suile u = (i*t) E est dite de cane sommable lorsque la s#rie ^|un|‘ est 
convergent?. L'ensemble de ces suites esr un K-espace vectorieH. 

*-x< 

L' appl ication t u. u)i-* ^ u n cj n o(j u = ( tip ] Lj e t a = f l>i ) , est un produit scalai-w euciidien 

n*<Q 

si K = R, herraitien si H ■ C. ,| 5t ,|J|3j 

L'espaee prehilbertien {miiel au cwnplexe) ainsi deFini esl note C 2 (K) du i 2 . 



L'inegalite !□. + bf ja| a + |b| s ) eatable dans R <?u t pennel de verifier que toute 
wndsinaison lineaire de suites de canes sommables est aussi de orre sommable. 



+GD 

On verif ie facilement que ( u, u) ^ u„ u n est un produit sea lake. ^ 1 441 

ri=Q' 



3. Series d’eiements d J une algebre de Banach 



3.1 - Serie fieometrique 

, 2 1 

Sort ,j une algebre de Banach {par esemple une algfcbre nonmee de dimension fanie) dont 
I'element unit# est oote e. 

Pour tout li e - 7 tt tel que || u || ■: 1, la sene V w n est absotument convergente, e - u est 



• nvCTsible dans i4 wee (e - u) ] ■ ^ n n . 



(4-SJ 



JtaO 



BS fll #tantunealqtbfeoorm#e, on a pourlaot ettoutne N*,| u rt |J || u n 1 1| || u.(j 
done wee I! u° || m || e || ■ I il vient par recurrence : 

tfnEbT, i| u h || || n || rt . 

Pour | le || < l, la sene de terme general || u || n est geoni#triqu^ oonvergenia. LI en r^sulte 
que V || le m || est cmnvergenie done que V] u n ssi absolument converqente. 

t'ide*tit#<^- «)■ (e + u + u 2 + * • * e = « n awe lim u rt ■ 0 demne slors 

1 f1-r4oti 

+-X- 

en passant i la lirnite suivant n:k- u> ■ = t-, 

Jm 

Si at est tie dimension finie, cela SuFfit pour conch re k e- - u est Lnversible aver : 

(c- ll) _1 = JT u n 



n-CI 



3 op y ri ghtcdrryiglal 




Chaprirt Z : Wes numenques o j vecsmellm 



siixjn jl fan! aywi invoquer la relation 
conclusion. 




-(e - u'J ■ e pww obt-enir la menu 



3 . 2 - Serte exponent idle 



Uh tji pdilkulin 
irn|:rr1iint carrf-^Kjnd .1 -j|=C. 
On dkwt Id Ici'Uiun 
Enporonljellr icjrp^xE qu 
»fa CHjJv? pirn m drtnih 
dans- le drariitre s <x iw 

lidniLHi'jerom qur ptiu lfc>jl f 
reel 

too 

ESP *= y " ■ . 

nl 



Ttiecirtrrnt: 22 



Soil . i une alg£bre de Banach Ipar exemple urre algttxe normee de dimension finie) donl 
I'elemenl ui ii l£- ££{ ™atp tt. 

t — u 1 ’ 

Jtaur tout ti c .--J , la sine -j «t atosdument convergent* sa somm* est appelie I'expo- 
nentielln de rr et nOteeeip u : 






T— * U . 

l ’ fc f HJ = L77’ '' 



-if.;- 



rcrfj 



ES On a 
d'apnes 



u 



* --^1 - el la serie numerique- de terms general * 'J est convergence 



e ccitere de d'Alembert, 



5o — Produit de Cauchy de deux series complexes 

_ lXrftrtiliH>n 15 

On appeUe produrt de Cauchy de deux series reelles ou complexes Y “n et Y L >i. ^ 

n 

Y ^'n de twine general u.>i =* 52 u^ty, _ ^ , 

The- ore me 23 

S\>, i mum des ocas operations xumrrti de deux sines* produli d'une sene par un scalajre, 
produil de Cauchy - est une C-algefcre commutative unitaire. 

C? M#me demonstration que pour ia verification de la structure tf algebre de Ctx] . 



Theur-L-me 2 i 



Le psoduir de Cauchy V LOn do deux senes convergentes a lermes reels pcnitlfe, Y “n et 
Y l,/ * i e51 Une S*™* convergent?, 

+X- 



+f» / *-X \ / -NXi 

Depius- Y, = l ( X>" | f Z 

n— O V [Jp 4I / \ iT-tl 



L'rj 



nun 

cif fauns lw = V ujc- v n = V cijt- u-'n = V] Lu t . On a : 

k-a Ar-O h-rd 



Wn = ^2 u k u*. T„ = K 2 j0*£ t^n.Orsf r; n - Jf} r 

'■k.f*LT n 



Posons i n = do. rtl, on a r n c^CT an . 

Y Lti i e1 £ l 'ra etant a termes reels posiiifs* on 
en dedtnl : 

(itf’lETn -Ift.flCjJ (ItffeTta 

c'est-A-dire W n ^ On > Sl^,., . 



y] uftu r« ^ 




SJ2 



Copy righted materia 




(j- '. 4 - 7 ' ^ LUr, til urte 

tiri* j tmw pwitif* dent 

in suite lies scrwres par 

cdlsi m. iiidjiiiw. 



Exemplc 

Ybir IhfcHwr* 23 . 



SWe 5 nblolijmsiU •tpnuptqenljfs 



tV'ri IJn V'n dorlne, paur Imit 



a *„« (£>)(£ A 

\A >0 / \fc -0 / 

+|'X 1 / * :TC \ / +05 1 

E f E 1 ( E °* 

k = 0 \ft=D / VW / 



tone, (f apres le tfworwne & JZ converge- J ; ' et 

to u n v n * Wj n - on dtduil snsjft® par parage a la Inn iso . 

\ ^ 

I L “>> 1 l z^**! *Z. “*■ 

Vjf-o / \ft-o j 

+'ZC' / + OQ \ / + 3 Z \ 

Finalement E ■ I E J ( V iy ] . 

\fc=G / Vk *0 / 



h>(i 



k =0 



Theoremc 2 S 

Le preduit d-j Cauthy V ui n de den* series cwnptenes absalumertt ccmnergenies Y un es 
V lvi «l urn? serie dbsdlumertt tonuerqerile. 



Do 



P"~ £>. (E-)(e 4 

ri*G \n^Q / Vncfl / 



iSr On a, pour tout n. | llvi I * 4, avec W ’ 1 = E> fel K-J- 



k -0 

Y urfi est le praduit de Cauchy ck ^ |un| ei de ^ { un) qui< sant des series a cermes r&els 
positih co«vergentes. tone, d'apres le theoreme 24, Y u/ n est convergent^. II an results 
•qua Y w n abisolurnenltonveflgente. 

Avtc les nolalions de b demonslralion du iheutone 24, ms a : 

L/jtl/n — Vl r n = ^ Z Ujtdf 

done; 



|LfnVn - W n \ * E K! I Of I - [VKIJ ( E^ ) ~ ( E u i\‘ 

ik-ftef^'-Tn V kaO J \f -0 / \ k— 0 / 

Ot d'aprfc le theoreme 24 : 

w) (£w)-J* (i^ (£'4 






■ It =0 



~.k=Q 






En consequence lim W* » D’ n * 0 , c'est-a-diie ; 



/ -+CW \ / +« '' 

I>*= (E^) (i> 

k afl V PM) / \ JiiHP J 



16 Pour !out z £ L, on a exp mi = E 






n=a 



yontrer que I'appliealion esp : t -* (' ainss defin ie veriSie : 

Vm, ) £T i \ 1 , ex pi. t. + ?! ) = exjH ■/. i expl?;' I. 

Le theOrerne 2S darine : 

" toc ( n \ 
V( 2 , J) E C 2 , ex P (.z} t-xpm r > - E E k> I ■ 

H -0 \*=n ' V 



Done Mtp(z) e«p(£'>* E — 



■t Dc« * / n 

■IsDl** 

n-T-ll- \ A-l !■ 



/ JtwO 



L 



- Py ' 







' CJ 




ChdpicfcZ : ^Ittflumfriyiittouvectonelta 



4* Series doubles reelles ou complexes 



' C*i ptMC (If ri+nf, 
(Wfirtr IK UriH d&ublK 
4 vi'ei.r!i dans un tia&ia 
VWtttifl E. 



ts,' 50 ' Cm a le mfrma rfrsul- 
tat pour E^ 



Definition — 

Une suite double a valeurs dans K ^ '■ 4d! ttt urie application u & N 2 dans K, 
Avec u ; tp. q) »-f up.q, u est usuellement not^e : 



Hmmwm 

Comme dans 6e cas des wiles usudlev on pent etre amen! a consid^rer des sdies doubles 
q ji rw sort de f i - u?s qu'a partir de terld ties valeura de I'un ou I autre des deux indices 

Esgjnplcs 




est une suite double dlfinie pour p s* 1 et q > 1. 

rE 

est gne suite double rfifonie poui-p > i. 



Propntrc 8 

L'ertsefriblrfr K ‘ s des series doubles k valeurs dans k est un fc-espace vectDriel. %l CW) 



^ ,S1J Car Ik Up. fc «m( 

pcsrtife. 



^ (SS| To ujuw far in 
son posihk 



Thcorecnc 20 



Theareme de Fubini 

Soil un* suite double £ valeurs dans C telle qua 

(i) quel <jue sort pe w, la s^rie ^ up,q est absolument convergence , 



+oc 



(ii) is sirie s p avec s p = ^ |up,q| est cortvefgente., 



r 



q-e 



i-X. 



Alois Fes series ^ up. R , ^ up.,, r ^ j ^ up l( , 1 et ^ ^ wp.g sent 

qE\ pES f£N \ q*a j fli=M ^p-o 

cprivergerlie* h 1 c-r* a : 



+'X: I + OC 



+ oC / +jl 



E E^ *E EH 

^i> \ «pO f rpu ^ j3=r? f 

P5" a ) Eiwisagwns d'aboid le as oD [up.q)^ est & valeuis relies positives. 

4 OC 

Pour- lout ^ElU, fiwi r on a Vpe N r up. fl ss p = Y Up k % CHt , or la serie V] s p esl 

k-0 pE\ 

comergente, done ^ tip.^ est ewivergente. 

p6\ 

+-3G -e <T J* 

Qn pose j?S] = et ^ = EI'v- 

p~ o icrf;i mi p-o 

Pujsqu'il s'agit d'une semme finie de series convergentes, on a 

■wo q 

^ = E E u p- k 

p-0 k-0 

q + >. 4oc 



et. avec E“p.k*E Upk = Sp ** 



(S21 



vienl 



; ^*E 



Sd. 






fed 
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nh'nliinwnf titfivniger'iH, 



^'On rwanuMra gue 
tens dt'rhDnsrfdDOfi rests v»- 
labl? daft! e cas das- suites 
i 3 ci.be: & valsurs dare, un 
e-space de Banach, pusque, 
dans un M estate, iatadljir 
CETNmgercp irrfCifj* In wn- 
wrgcnci. 



On en deduit que la s€rie E sq est convengente et que sa somme wtiffie : 

+OEI <P-3C» 

E 4 15 51 s p 

<1=0 p=Q 

CeSt-l-dire S' *£ S w on a (wsfr : 

+« *» / \ +« *-*■ / ** 

s = E = E { E ^ ] «* s' = E ^ = E ( X- ^ 

F»0 p-il \q-CI / q-0 i]=0 \prfl 

De meme, on a ; 

P P #30 P *'!£ 

_f=0 ^=0 q=0 iy=0 ,t=0 <f=0 

done, enfaisanltondrep wrs+ese, ilwient S^S 1 elfinallwient 5 ■s'. 

Lfl theqn&me est d£m<?mri dam Je cas des suites belles positives, 

b | On suppose main tenant que . est une suite complete verifiant (i) et (ii). 

ftetnarquons d'aburd quo la Suite | 'unrj ]„ , udrifie aussi les -conditions {I) et (ii} done, 
d'apn&s le a) r bs series ; 

( +» \ / +PC 

E l L fp,'7l I et E I E l^el 

fl-o / ^ \.J 

sont coiwergentes avet : 



,P"U 



+ DO / -+DO 



#D □ / *» 



E £w "E Ei^pii J 

p=0 \ <1=0 / q=0 \p=0 / 

On en deduit I'abwlue convergence done la conwtgMKe des simes : 

E ^ el E “P'fl 

gFM piN 

■+3C' -+CO *□£■ -t-UC, 

puis, avec -Sp - E ^P'fl - Sq = E ^ 1^1 ^ E ' KI^E Ce ^ 

q-e pmft qwt I p»0 

des series : 

2>« 

pe^j <f=\ 

Jasons comma pfkMefnment : 



+-3D / *30 



■+•30 J +’>□ 



s -E^-E E^ ■ s'-EVE E*** 

p=o irf) \«=o / cfO <r=o \p=o 

II reste ^ prauver que S ■ s' et, en remarquant que : 

q q / -hx \ 

^ S* ^ = e *4 = E I E ^- k ) p 

V Ic-Cl k-0 \p-Q / 

oela revient & montrer que Jim (s-^} = 0. 

q-H--5C ' f 

Puisqu'il s'agit d'une somme Unie de series convergenteSr on a aussi . 

Sj, i 




♦DC' / “HDC 






j 5 - s[ 7 » E ( E ll e * 

f p=i] \F(=^+1 



•(■3C / -i-30 



il m nesufte |s - S^| ^ ^ j E K.it| ) 

J2=0 \jc=-e»-l 



3U55I : 



,opyr 



tat 



erial 
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Chapi&s 2 . Stiies numiNtEuei uv vKlDMles 



+oa / +oa \ q / ’►■sc 

I s - $A *51 SW -£ EM 

p=l) \ Jr »0 / JfcrnO \ f =0 

el, d'jp r c: le ai applique a la suite ( l-up.ql ) on en deduit : 

Lina [5 - 5k} ■ O, c'est-a-dire S*&. 



- - DelinliLori 15 ^ „ _ , 

Line sdle (up.q),, vefifi<intte^Li> < }>DCheses(i}et(ii)dutheor^medeFubiniestdrtesnrMtiiable 

On dit aussi que la s£rie dou ble «#>.q est somma ble 

ip.siev 



D. Series alternees 



^ Lfi rrwI^Klw. (isr^ 
□sfh: it 1 : hen. icfnnt LriiliySn 
p-cv 1 -ir'udft de aeon dm t en 
n'j pji pu frliblir I'abtolue 
[Dmwgwic r En dnhnn dn 
senes- alwnitti aucune am- 

ndisuincf spetHiqur vur Ics 

sews se(T*-EtHwwcien 6 es m'el 
au prograpnw. 



DC'iirltEturl 10 _^_____ 

One serie r^elle V i/ Jt est dite allern^e si el seulement si le suite M l '"it,, | est de signs 
constant, 



Onaetorsi VnGKu* -(-lf|un| m Vn e N. - i-lf* 1 |un|. 



N.B, On pose, par convention, {— l/ 3 = 1„ 



1 * Lt critere de LeibnLc ^ :&E) 



appek tntere 
special del serin jibrnEn. 



Regie 2 

Salt V un uw s£rie aliemee. 

Si la suite (| un| ) ^ dfcroft et si Linn un * 0, alo*s Y converge, 



^ ^ ' Dnni I'nulfe In 
r«uH 3 ij wnf inv*TiW, 



■sr 



• On m on tie que les suites de sommes partielies 1; H^n, I et ( LCjn* l I sent ad^acentes. 
Eneffei |lfc n+1 - Lkd- Iusfm.iI done lim UWi ~ I 4 n) - 0 . 

n-++csj 



et si noos supposons £tre dans le cas oil Vn e “y, iir, = l- 1 f I un |„ an a ; 



IWs-Wsn - |*wl-hwl*< ) - dencty^jEterait ^ jW) 

Wzn*» - Wanei = - Imjh+sI + I«m+zI ^ 0 - tone erflft, ^ 



* (Win) et (t'in.ti ) sent done convergeetes de mem? limite, el (Un) converge. 



Q anl jj, ^ partj. 

t, - I, cm FFlTWWf ll 
rtrt Iidrit 3 iiiqutf itieiM*. 



Example important <i ir,lH) 



La sfrie Y 



(-If 

"V’ 



a > 0, est convergent® d'apr^s le tritere de Leibniz. 



Rrmar ane 

N faut saw ir que ce crit^re esrprime une condilion suffisante de convergence qui rfest 
absolument pas nicessaire (voir Mtse en teuvre, Exercke S). 
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On prendra btsn 

garde au iart que ik rrvLi ■ 
lats n« wm valal^es que 91 
le cmirt de Leibfiii esc vcii- 
fi*. En pddicu iei. le wirp'e 
lart qu'uro sen# atomf# 

mil Lixveiger'lL' rw pemtl 

pas d'aceifliif ;ene i^a.o 
radon d# ft, . 



Sf*'iiv. dllendn 



2« Majorat ion de La somme 

_____ Thturemi 1 2 -1 

■Sort )T Un une serie alternee convergent? d'apres lecritwe de Leibniz et U sa somme, Alors : 

3 J r ' Rt compris entre deux iommss partipl hs rnnsecutivES. quelcnnqwi, 

b ) L 1 esc du signe de up -et -L,'| #c |nj| r 

c ) Rn dfeignant Se reste d'cwdre n, Rr, est du signe de u nfi et :flh| lun^il. *^ C5Sl 

E&" a } La proposition rfesulte de w quo le& swiles (i^n) et (^Wi) » n l adjaomtes. 

b) Dafislecasou un ■ t-l)' 1 lunl. on a c 

Ui =? u == ifo, d'ou 0 =£ 143 + «i ^ u =? et la condMsiott. 

Dans le cased a(“l) ia ' 1 ' 1 |#inU on a: 

v tr r; L 1 !, d'ou Uj| LT 1 % + Hi "5 0 #t la conc.lut.ion. 

c) On applique b)£ lassie S' u, fc de somme fti . 

iHIfl 



Co pyriq hied rn 
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•'ki|:i!.T f : ill'll", iminri'crjnraj wUun<;lln 



L'essentiel 



J. Series a tenues posilife 

V Si 3 ’on vt Lit determiner la nature tfune sfrie Inn 4 termes t£eIs positih 

. on pen i transformer ('expression de un au moya* de d4veloppements limits 
uu asymptotiqoes pour eandure avec la rirgle des equivalence ou le 
crltere de domination ou larfcgle de Riemgnn ou unetombinaiscwiide 
(M regies. 

-« Voi r Afire en eeuvre. BKarCJce 1 



. nn p«.- li i dans It cjs parti oilier ou le rapport 
cdl^re de d'Alembert, 



uwi 

lin 



se simplifies utitiser le 



* on pen I penser 4 la formole de Stirling poor condure awe la r4gle des equi- 
valents, 

• Voir Mixe en tFuvre, emercice 2 

w on | it- li r essaytr de majorer uki par le terme general d'une sirie rorwengente, 
aiors converge, ou de minorer u,i par le terme genial d'une 
writ divergent^, alors In.., diverge. 

-r Voir Mise en anrvrw, Qterdce 3 

■ on pern esseyer de pouver que la suite (l/n)^ des sommes partielles est 
ingjoree, alois^ converge, ou qu'elle est minorSe par une suite de 
limits infinie, do*s lun diverge, 

Voir .AJfic en trwr rr, ramki 4 

. un peut pans* 4 comparer £nn avec. one Integrate. 

-r Voir Mise en ceuvre, exerdee 5 

Cette tnethode amene a utiliser les notions do chapitre 6 



V Si 3, 'on veui eludier la nature d'etre s4rie ^ttn telle que : 



lira = 1 avet — « 1 

n-n-3c lin Kn 

(US dcwfeuK de la regie de d'Alenbertl, 

- on pc id i s'il exists «n cfeveloppementde la forme : 



Un 



- a fl\ 

“ 1_ r (n J’ 



montar gu J i| existe K > 0 (el que u„ - en constant la seriede 



n 



terme general o n ■ fn [i’n+ l) ,!3 iu r i^i] - fn [n'-Vnj 
— Voir Mize en tFifiTf, eirercke 6 
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Miftticdf* 



II. Series a terraes qudconques 



\f SJ Tun vein determiner la nature d'une serie Ecm a tenues quelconque^. 

» on i pt-ui commencer pur itudier l'at^olu« converge nee. S'il t'aq it d 'une s4rse 
alterntt examiner si die verffie Il> aitfcre tie Leibniz, 

- V&ir Mise en iruvre, eiiereice 7 

■ on pent &urt^ndbnd^eloppementlimrteQuasymptQTi que. decomposer 
Un en one sqmme lie series plus simples a etudier. 

-v Vbir Mine en mtvtv, eaercite £ 

a on peui penser au critfcre de Cawchy. 

■ Voir Mi$e en <ruvn\ eserdee 9 



HI, Sommation des series numeriques 

if siToni'cm caleulerlawmime u d une serie in,, , 

i on pent jwnsw d krire iin s&us une Forme iildescopique 

(par example ; u n = Fi n+ t - M 

ou tdescnpkjue qenera-tsee 

^par e stern pie Un = h n *\ - 2 fin + hn-]), 

■ Voir Mine en iruvre, exerdee 10 

■ tsn pent parser £ fa-ire apparaitreoeS sOrnmeSgeom^lnques (Lemuel lenient 
a UTMf iritkjr&tiOh p-4sj, 

■ Voir Mise en opt?, eJtemdce 1 1 

* on pent observer que L.' Bt la valeur prise par la somme d'une sdie entiere 
ou d'uw serie de Fourier en un point de I 'ensemble de convergence 
(tette mechode sera illuslnee dans Ib chapilres 5 et 7J, 



IV Suites et series 

t f Si l un will nludier la nature d'une Suite |ci n |, el, pi as generalemenl, deter 
miner on equivalent gnj un diveiappement asymptotique de i - :j„ 
(lorsqup Un converge vers f) ou de m, (breqwe lir, tend ven + *: 
Ou -agj 

■ on pent penser a ccmsiderer la serie de terme general u,, u„_i 

et app'iquer 1 b theorfcmB de sommation des relations de compa- 
raisOn en rein urquanl que : 



Si n [irci^ Un = i, alors f - Un = ^ (Wl “ u fcK 



k=t\ 

k-M-Ji - 1 



et 



daiiS tOuS Ib CaS u n = Uu + N ( u k+ , - . 



k-:i 



Voir Mine on eruvre, dterck-e 12 



.* "•" > i 1 

I SO I 





Mise en oeuvre 



L Seri 



nes a termes post 



Jix, 1 



£tudier la nature tie la serie de Jerme gerwaf r*,, 
1 

1 ) u n = ( fn s-h n K ) * - n, u. 0 ; 

2 ) Lifl = ■/ n 4, + n + T - v'Vi 4 + oji . a £ R ; 

ai „ u „ 

3) Un = irzi a > 0 , h > 0 ; 






.Sin 



4> Un = 






< Cn n 1 



n j 




iisi ne 



Indications 

1) Rerhercher un equivalent simple. 

2) - Effectuer un developpwnent lirnloe de u t \ a I ondr^ 2 aw sens fort. 

3) Conner suivant les valeuri de a et b un equivalent simple, fwis appiiquer eventudlemnet la regie de Rieniann. 

4 ) Appliquer la it-yk' de Rlemann. 

5> Etriit u.n sous farme estponertielk, effectuM un dfrefloppeiiinl asymptotique de I'eaposant puis conjure par la 
regie de* equivalents an la riigle de Rremann. 



Soiut ion 

rf 

1) Enecrivant shm' a ■ '■ 2n ). ilvient; 

fn All n“ - n“ - 6 i 2 + ttl (l - f" 2n ' J 

( 1_ 7^ * •(;?)) 

(«i*h n") i = rc ^ 1 - + o( 

_ P , fn 2 

Pou Un 



a n 



D'apres la regie d« equivalents, un en dedurt que ^ri n converge si et 
stule-ment si a ? 2 

Z ) On rematque d'abord que quel que suit a, lui Bit de Srqne tunsiant J 
p-jrtir dun ieitain. rang. Done au tnesciin en rempiatant n n par -un. un 
$£ ranine a l^tude d une sfrie a term® posilifs. 



C-c»nm(.:n|aire^ 

Prmpr j l.irlnnw r' 1 '' jkkii pmndrr k 1 ih] .in 111 me 



III. Mt da metre native que la sMe de Siemann 

dewme-geneial — ^ (ju converge sietsfciie- 

nr 



:i n-l>l 



villi' d'ki^e 
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Melhcds 



Eflettuons ufl scvt’leppeintiril hmil4 d'ordre 2 au spm. fort : 

Un ■ PI 1 T — tj T — J ■— JE (|1T — ^ 

n 

2 



Uti 



■"V 1 + ? + ? ■ 

= Tir +0 (^)- 



1 + — j + O 

2n 



GO] 



I - ft 



Si a * l r on en deduit tat - ~-tr^ doncXun deveng*. 



Si □ = I , fl reste- Jin = O 



(?) 



ce qwi mowtre que lu,, converge 



3) LfiS regPei de comparison des Fonclmns piaiasanoes pT logaiitfmes 
dannent ; 



pour a > I et b > 1, , 



. , ^ , (*i n) 

m pour a 1 et b > 1, iin - — 



v?: 



* pour a =■ 1 el b « 1„ tin - 



a 



{ /nl 



bin p 



. .. , £frtnS 

■ pour a ■ 1 et ft s l, uji - — pr^- 



v-n 



On en dodui t . 

• pour a =■ 1 6( ft * 1 , iun uiiwerge ii seuFement m a < h ; 
w pour fl * 1 Pt b > I, nV ■- e» •»-«•» fr . 
done iim n 2 Lit, « 0, el lttr, converge ; 

Fl— +4QO 

• pour a s 1 ft ft^ 1. Iim o fl = +-x.„ Pt liun diverge gmssienempnt ; 

fl — h+OO 

x , , , i/niu.tn nj- 1 (n 1 n 

• pour a ^ 1 et t? *=- I, Un *- e 2 t 

done Jim u n ■ +x, et iun diverge gnMsikrement. 

H HF+flB 

4) On 9 ki u n • t / r ' ± "‘- r ' M,ri ni , done : 

n 2 lJ r i _ g&(n nth 1 n rc ini bt n.1 _ rcirntn m+o-lniin ni 

II en result? Iim = O et la Hide converge d'apres la regie de 

fiiemann. 

5) Le dewloppement limits a i'ordne 'I dp cos en ft dating : 

™s 

on en deduit : 



frl n ^ fTri 2 u + ° ( frj 2 Ji ) 

(“ th) 



2 61 s fl + ° \ ft» J n j 

iin nf " J *oiiiri nf ' ' I 

Upl 1 * 

II dpparail alori gue pour ti - 2 , n,, op tend pa? vers ft et la ?erie esi 
groKiprpnwfiit divergpntP- 
On Suppose niainleruinL it > % 

En formant n^itn = £ hr Jt-,jr| r "' "*' :l ' ,<r 1 . on voit que : 
m si n > 3, n' 2 u ri Jendi ver* ft done S c< r . converge. 
m si it < 3 nun lend ver? f x denCltm diverge. 



Rmuniuft i,: ■ . 1 1 r f 1 1 1 1 j c .h ■ 1 1 : r. dr? cakuh 
apponw pm I'uiiliuiltan ife d^eloppn 
ffltnna limnti mx t-tm M ; il ete 

lotalpicml lliulile ilr t^kulrr If 

de -K ■ 



Sarhant qua tr in n i-<e v'mt. on ctnienL 

|'J M _ tl It— P'ifr, II I _ ^.1 X\ .1 rxl Ii! 



CUhltJ 

a" 

dWC 51 0*1, Lm — =-+-x- 

ri-+*Dc umnl^" 

5J3ir ■ rnn ■ ■ "-ttir" i ei a ' *(4ri n )'^-a n . 

Si n- 1, puibtfrf ]im iin 

.ri — » tOC 

MViif 'r, o^ri" ]x ilen dairquf ■ 
fl n -H fi< ji?'- 5 - ini fii’"'" 

On rjnoflnp df ^nfme potii lr drimminjtruii. 

Psn le cas ni n, - ^ 2 j| _ wi undui awe i.i 
■rt]lr ck-i #ULivnlml5 sjfhnnt nw Is 5pne 0*0- 
mfdrqits i anvfsge j| pi ieulwiwiit il 

E * 1 ‘ 

Dans if dKuifemi iii. in OCftikrtfctt Id it^e dc 

nmunn. 



On utiliu : 

bi n - ot o ' 1 rt (n J n - di o ■. 



■Vfcjtpr qup dm If cas a * £ If de wloppfpiffid 
otdpmj nf ffnuFt psi dF Conner un equiwikrii 
pus iirrpip df Lt. oequi «rad d’artseurs saoj If 
nahdir inlVrrl. 

Avnr pouriirdrlirrf In r4--)kfc Hipmanp. 

onfwmrlep'HlLi5jir i i4, qur fern HTitinuifcmiF 
ExpanentxIlF. 

Ced Fui " Idir, on s'appfgsmt . 

■ 51 u~2> I, on a &i ( I Bi n F‘ a ) 
rt -done, qePiquFsofl [5. 



- I*i Pf 1- *.nj|i4l rir* -B J 



4*1=^ 

ct hill Ir j u. “ in II nFUf n <ti«isjr reurbfrffciamem 

p petr npnrkuF ; 

w. 5i » - IC * 1, on j i in nf “ i =iX£i- n 1 

CT du n f n,Ti4 , *"' l(, " li rl qiirlqiie vijit 

p j- «, lipnae 1 14 - =+-s 






r Mvw J 'ji'iih-. m^viiim s mi vr h *iuii- - 



bans It' tas a = 3 r on reprend le civc-iccMnent : 




II en result? l in - ^ et ta s£rie Iitu diverge d'aprts la regie des iquhra- 
lenta. 



On w i que lC! u ' , L ' t»t tqulvalfnt * ^ tl 
et si v wnd vtts 0. cbnc *i « 

ssu lenient si wjjlj, 

L'onfrt tfv dhw kjppfrinnf & <« etc dor* 
dimsi He Fas on k nbtenir w 1 1 dans * dernier 
d^velGgpement. 



- Ex. 2 - 

Ciudier suivanl. ies valeurs du ritel strictcmerrt positif a la nature de la siri? da terme general 

(3n)f 



Indications 



Ufl 



Avec an prudutt <4e factorial Ies side puissances le rapport se sitnplife de fa^on intiressante, 

“*!— 1 



Solution 



Eormons 



tin S{3n - 2)i3n — 1) 



Un -1 



“XX 

a n 



onabtientclairemeiid: 



Un fi'l 1 

U n .| ~ UJ 



ll an fisdte que. pour □ > & la strie converge eique, pour 0 < a < 3, elle 
dlvwgt 

Pour itudier le cas a = 3., envisageons dews methodes, 

1. Arec la forrnule de Stirling, on obtient : 

tanK-fWV in \fJTn e( id) 3 - Fi 3n e~ 3ri y'S it* n a 
y ^3 „ 

done sin - rr — - ) u n diverge. 

£ 17 n 



1. Effectuons les d^veloppementi limites : 



"■■I 

»H - 1 



1 - 



3 rS 



I - 









in 



in nun - frit n — 1 Lu* j 



'°(?) 



On «t deduit que la sine de ternw giniral in min - idn - l nv,- j 
converge et done que la suite (fri nu n '■ , esl Element convcrgente, 

En posan! 4' ■ lim tr? nu n et h. e ti f r on b finalement to* -- - et on 

n— »■*:». " 

reSr&iive ainsi que Su n diverge. 



Cotnmeniaiivs 

flwrtarquer Ijjff 1? rappgn ft plui 

simple gjE ■ 

i'iL, j on m tnxntt dans le us tavarab a 
oti a regie de d'&embert s'avp que. 



N-nlpr |» nrl-lrclr : rn>_ir tludisr la UPlE 
LA ruin K, on censtdin 1 in MWl- de lemif 
genetil tn m%, - &p>i- 1 Ji+;_ L . 

(Ct Eti^ferr# l.) 



t opy ri g h t&d m ate rial 




- Ex. 3 

Pour tout n e W, On note pn le npmbre de chiffiff de J'fccfiturt de ri en base 10. 

Studier, en fdndtion du reel strictement ptrailif ci, la nature de la s£r*e de terme general Lin = a -p \ 



Indications 

Mcntner que pgur Kftrt n E , log n * p, z 1 * log n, 



Solution 

Si rt s'tarit avec p thiffres, tm a IQ* 3 " 1 =£ n * IC^ done i.p - It log n* p. 
H en rfeulte log n x pw *- 1 + log n. 

F^ur o * l. uri ne tend pas vers 0, la sirie diverge grossi^ement. 

JW (t*l, I'encadrement precedent donne 0 ■ 1 *** r: [£): * a ~ lllf n , 

e'est-^-efire r «i posant i*, = a ~ la,|n . ^ un * u r . < on - 

premier tfi&irime de oomparaisw des series & termes posrtHs montre 
alnrs que Sk, series de termes g^nfcraux un et \»\ »nt de memo nature, 

Puisque u n & - , il en results quo Su ra converge- sr *t seulement 

si«> 10. 



Cotnincn taints 
ini' 4?iicie it logariBimedec mal. 



four <i > t,fatflrctmnAc>-^ii " estdttrois- 
sarMe. 

rncfTire que liin esl ronvergenle 
Iookiiw lu., I’«(. 

iv ’i on- mgrire llmplication recqraque 



Ex , 4 

Sait (an ) K _ la suite croissant? formte desentiers naturals non nulsdont I'tfcnturaen base 10 re contientpas 
Fe chiffre 1, 

ftudier la nature de Fa sens de teme general un = — i nsl. 



Indications 

Pouf p E r : a*. d^nombrar Its a n tompris entrt to?'' 1 el ]0^ - ] puis en dsduire tine nuujOratmn des spmrres- 
partieHes de la sfrie liu . 



Solution 



t .(uiimcmalrL's 



Sait l p I'ensemble des e niters rutuieb done I 'ecu ture en bust 10 est fur net 
de p chitfnes re cmnprwiant |pas te caracbre L, On pose X p = Card ip . 
L'entrer n appartieni a l p si ei seulement s'il s'^crit a p L ap 2 - . . oc 
avet Op. j e D 1.91 etVfrE I0,p- £L a k € DO. Si, 

On en deduit Ceirdip ■ 8-9^~ 3 . 



IK y a B poMih IB pour d,._i et 9 pus-sib 
lilfa puiif ih#qur rtfc, e ^ ^ « fy— i 



Pour tout neM‘, N enisle ge W Eel que a n S l ti . 

n i A i 

On a alors ti, a « V Y' — 

i. — t at. nv 



a k — ' n k 

jc— i p^i afc(ir p 

En reruarquant que Y' — *s.&-9P 1 x — — rr . ilvient. 

leP 

L r re « 8 ^ ( ^ ) Cest4-dif# [J rt -- ao. 

P-1 

La serie ^u n est done convergente. 



H s'agrul'unB serie a tefrues positif^ pour 
ur. prouvpr la ron^urqen<n. gp rrontrfl qu? 
la ”,L- 1c dpi wrrmci parnpflps ril majeftp. 






Cliapitre ? ■ Skips nirni*rar. vw-inr^'i™ 



Lx. 5 



&udier suivamies valours du reel u. Id nature de la sirit de teriro- general un 



ri Crt rtCfre Cn, rsf 





Indications 

litiiiser is thtorime de comparaison avet yw integrate. 

Sdudun 

pans lecasn -^.Q, pourn -■- e^ F an a Un — 7- — done, saLhaniquelaserie 

n cn fi 

de ftertrand - esl dimergente, on en d£duit que ]T Un diverge. 

Pans cas re > 0 , la IdndiOrt : 

, * . 1 
" ’ X x fn ^I’fn fn xf 

Kt positive decroissante sur ]e. * x-L on sail, d‘apr« ie thtorfrne 9, que 
53 Hi converge si et seulement s if est integrabte su* [el+ooI. la > e). 

La changement de variable defmi par 11 = Cnfnt ddrtnfr pour lout x ■■' a : 

r* 1 r-fit *1 X 



,-A J f-UT IT I * | 

I “-=rdf a I “*=£dH» 

j a tfntmfntr j mtna u“ 



On en dMuit que / «T intfcgrablesur [a„+no| si erseulenwnt si 

est ml^rable sur ‘ thlh a +oc-[. 

l>onc 53 “n Kl convergent? si el seolentent si n > 1. 



ConiirtetLiairtij 

f«ude des senes de Benrand a ere laite 
par compdfaisan avet une iniegrale. I Voir 
Se fofmulatne 3.J 



farcreni[He ^=3 



du _ i 
St t Cn J 

La 1mc.!im t 4‘IlJ'i! CDnlKlur positive Sur 
tile est integrate sur cet mser- 
f* 

ratte, h el seutmierd sii x^ j J aripiet 

une llirnw teelle larsque a- rend vers *■:*. 
Icf. nap ire fif, et il en est de meme pour 

U«-+ \ ■ 

ur 



Ex 6 



ftudrer la s^rie de lerme general : Un = j J f 2 - e*E V 



Indications 

Pour fuouver que la su:U» de terme general iuu ; converge, on invoduit la stne : 

53 fti ( nun ) - fn j ( n - 1 ju^ 1 ) . 



Su tut inn 



Hi 



Formpns — = 2 - t >n , il esl rlairque 
“n -1 



.. Hi , 
tim * 1- 

n-i+-*.. Uti I 

EHmeuwis alore un d£veloppement limits 4 1'ordre 2 <n sens Fop : 
On a done au55i : In ^ ^ - J ■ - / L + ^ \ J ■ 



Commt'ntiiircH 



Ptigr njUl tta? 00 -=i, in,, ctonc 

Wn uO# l#rie aiwmfc pmilik, 




Dpynghtei 



1 ciFG-ri zi I 












(Moler quo I'm Dfaliwt det ta&ufe plm vu- 
Iples en consd^rans It rapport pi.ir:jt 

“n- 1 

que- LI | 'J . 



Ainsi ffl s£rie 5^ fn ( juj„ ) - fri {in — liiif, j ) est COnvergente et il en 



Cfct taupurv In Thpqnemp 2 



est de merme potw fa suite de terme g&iiral in ( nt * r , ) . 

En pouflt t ±: Jim in (min), on Dbtifrflt lim rtu n = (-V II exjsEb 



Indications 

Le critwe de Leibniz peut s'appliquer lorsque Id suite de terme general u rt | esi derroissan'e k paitir d un 
certain rang et tend ms 0 (teen sdr!]. 



■ £tude de I'absofue convergence 

Si 0 * a I, | Un | ' ^ et, par Cpmparatspn de series a termer positil^ 
ip wtne^ ju.ii diverge. 



| Hu | = exp [VCrt(fri rt> -la-^Jftin]. 




?T r par le crirene de Hierpann, 1 3 serie V] |un converge. 

£n conclnrsion, la serie ^ us t «t absolument convergent? si et seulensent 
Sio > t- 

■ £ludt? de la semi -convergence. 

D'apfes le debut de I'etude, on n'a pi us a considerer que le cas 0 * a ■ l 
ttudiqwis mairrtenant les variations de !a suite ( M]l 
C nnsidernns la function <p - -/irU at surll.+oot 




IL Series ;i tcmifs quclconqu^s 



Ex. 7 



filudier suivant les valours du reel u la convergence absolue el la semi-rnnvrrqenrp de la sene de tenne 
general : 



Uri « (— 1 & 11 a ■ 
n 



Vfll'Vh rl i 



Soli] [inn 



Ccmrnientaire* 



Pour n -- 3, ecrivxjns j Un | = rap \ftm. fn nl — <» Ih rt] . 

« - ft, la vuiie i ne tend pai m U, la serie ^ lpi diverge. 



Cn elimi!i>* d'litkirri lm ms dc diwigpnor 
gwjjtrt 




So derive? est np r t t ) = — * — 
2Zv’tn( 



yiT( I Isisk. ri,imA?iqiie^ on vMfcjnillfs 



II existe un reel tg au-dete duquel ^ ti r do™ <? est rikneissante 
sur [4o.+-x:[, 

Comme un = [-l^Bxp [<p(fn nj] , la suite n — ^ | e* n | esl decroissante a 
parTr d'gn (TerLa in rang. 

De plus, lam rtn * 0 (car a > O). (tone le entire de Leibnii as&we la 

n-H-w 

convergence de Id serie ^ u r ,. 

En conclusion, la wlrie un est semi<onwrge*te si et wyienvent si 

O^dcL 



Per bcempfe si a r ^ , ptxir c * 2, on a : 

2r VlFi 5* 4 done n' I (ML 

Eneonilqirtiisfc puijqur it^H uonne- 
(n n> 2. «| dMuit ql* ( cm ;i„ i( me *■ 

CiOKilfilt- 



- Ex H 

tftidier suivant les valeurs du riel strictement positif a la nature de la slue de leme ginlral ; 

f-l» n 



Un 



yV + £-l,) n 



, rt S> 2. 



Indications 



En (acTorisanT en denominatpur, an effeetue un dlvelappefnent-asymptotique i deux lemies. 



Solution 



Comme |u^ — , la slrie 5Z un est absolumervt corTvergetlH si et 



n. j 



seutement si r* > 2. 

Pour (!a>:£, ecrivons au voisinage de +oc : 



La skie 



Un = 



t-l) r 

LE 

n* 






—51 + ° I “ST ) 
2nT \ n Tj 



converge d'apjnfes le critm de Leibniz. 



Vt\ 



*«> 



. (-U n 

Avec Un ■ — - Un wa 

n* 2n ^ 

[lv,J est done poeiuvt au varsinag# de +», la regie des equivalents 

s'appiique : 

][] Un Kt de mfrfle nsiurt que JZ — 

c'esi-a-dire quelle converge si et seulement sE a > | . 

En conclusion : 

2 

m pour dcn«^ V un diverge en tantque somme d'une serie conm- 
■gente et d'une sir ire diverqente , 

2 

. pour □ ?- j , X Un converge en tant que somme de desi* series con- 

WfOCfttB, 



Commo n taints 



PuiSqu* n- rt! untcttnwn pom 1 la Mt* 
— — I nt dkrofSHmte de r*ni« ngik- 



fe); 



On lirr It If d&wluppt mfnt h deux lernuc^ 
car, dans if second, ITallemance de signe a 
■disparu, ce qui peimet dp condurr am la 
regie d» Iqurrakmts, 

nemarquerquf. dans le cain = ] parc,wrnplf, 
la writ cryivpng? alora qwe la suite |i 

n'Hit pne d&TWSJnrr : If rri(*nf da Urih- 

nit n nt pss ww ctudiitt ohMtairf <k 
(otwngunoi. 

Dans Ifcastb-jrOna^Zii, dr« T gente 

et JZ r~ convergenlf. oien que 
n® 

ti„ " '■ — M- ' l.i rtgle des equivalents » 

tx J 
n® 



s'^ppliq ju pu aiu. i-tnm qui re aonE pas 
de ilgnE tornlanT au vrminagt Ik 4 t . 
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- Ex. 9 

Montrer quc la s£fie de lerme general u n - _ — est divergent. 



Indications 

Mcnirerque le critfre <te Cauchy n J est pas saltsfaiten eafribimt deu* * suites et (n^-i iti)^. de 

xisH kj 

limit*- infinie telles quc “r ne tends P^s v® 1 * 0 Quand n tend vers +-x . 

ncjOfCIt'l+l 



puis: 



bo] ut ion 

SoilfcGN. Pour 2k tt " •>- in n * 2k tt + ^ ► e'est-a-dire 

siffi-S- 3*f>^+5 . i 

e 3 *■ n ■£ e a , on a cost in n 1 ^ ^ - 

PtKOns done r?i<k) ■ E ^r ai£r njifc) » E | c^ Kn+ 5 ^ , 

nji.tl 

s t - £ U n - 

n i e, rlaUf)” rti(k> 

0nailws *■* WH - 

o,.. 21 ™-* _ i « nt, 2 *"* - i « *{*)■ ,. 2k '*5 

on dAduit ruifc) - s s _ rt^kl - e-" . done 

to; +oo 

naCPcJ - Jl|(fch 
— = 1 - 



■hZK 

n t ik) 

bin — — = e J pUIS km 
njixl Jf-+to; 



r^lkl 



— Jit 

e :| r t>. 



En consequence. 5* ne tend pas vers 0, d'cKi ta conclusion, 

m. Stjmniation des scries numeriques 



Comtnemaires 



E d«Jgne It fotlrffln pailif entierp. 



Ex. 10 



Prouver la convergence et cakuler la somme de la s£iw de terme general : 

6 n 

lifl = V . v\ in Sr l. 



^4' _ 2 n*lj ^ _ 2 nj 



Indications 

ferire Urt »us la forme d'une fraction rationiwlle en jc ■ ^ g j et en dedutre une decampositicm 



Upi = /( n ) - /in + 1 ). 



Sn i|utH>Ti 



* Convergence 

LofMiue n tend vers +k, m a 2 rj = oiri 0 j done : 

6 n , . 1 /2\ n 
**" soitsusw 

| " j est le ienne general dune sent g^ofn^inque convergent done 
Y, =Jn converge d'apres le critere des equivalents. 



Conurst'iitairt's 



Cktp'JF-2 . Senei raunifiquei uu vnCo'lulln 



a Calcul de la socnme 
Transformons rexprevsion u n : 



Un 



(-M) (-(!)]' 



done en posant 



■-(*)' 



Un = 



Jt 

3 



i-j* a-jf) 



On decompose dlocs ceflc fraction rationnellie on elements simples : 

x 

3 1 I 



ffj 



* - * , 3 

- - x ] {1 - x) 1 - 7 j J 



d'oti un b 



i 






“71 _ 



l - I 



"FTiT 



Ainsi on a echt u^, eaius la forme fin i - /f n + 5 i el it en rpiulf? ; 
»r -toe 

-jT^n+lf puis Hfc ■ 2. 

kmi kpl 



ll laid memr le iait qua : a decompciniicio en 

MMienii Sifflplei d une fticCiun rJiiannrllr 

?sr un tan n'jjyen pour krlre Un soui la 
forme souhaitee. 



k- I 



tik^3- llm fln-F-tl. 
K-tx' 



Ex. 11 



w 

Mon-trer la convergence, puis caleulerla semme de la serif tie tenne general un = r [' x ^ x ‘ 



Indications 

Pour la convergence uti=iser le uil£re de Leibniz. 

La so mme paititlle d'wdre n est I'mt^gralesur 



0 . 



dune SGirirrit* gecmiec ique. 



Solution 



• £tude de la convergence, 

Y u-'i est une serie aUernee. on w propose done d r utiliser le critece de 
Leibniz. 

Pour toul x de |l>. iy , on a fl =. cob x 1 done, quel que soit n£ \ 

U ■*. COS 11 * 1, A ncifl 11 X e-t JJ n 4 1 1 ■- Ji n I . 

■SoiluE 0. ,'j j.ecrivons |(Jn| * jf™ n J«ix* J* cob' 1 xdjr, 

Puisque la fonction ™' est d&roissante sur |o. ^ , on obtienf : 



I Uni =££ + 



(j - E )™ fl 



'3T j-y 

£ ^ € + jj CBS fi. 



98 




Cum mrnta ires 



On dispose de nombreuses mechodes pour 
montrer qua I'lntegrale de Wallis 



r /a 

w* n 



V: 1 1 



tonci ws 0 quand n und vers +oo - 

■w/a 

m «n dfcwpCTt I'lrlnrxiig- 



j-n-W r nj 2 

l + / 

JO J n -m 



L m: 



on ebtierd W n ^n LM * | ( ™ n“ , 

et <m ipinKii 






| Mil! FI t,+ J 3 



hOin l|IS l 
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Sachenl que tim cnn n r = 0. il existe C N tel que : 

ji-+kic 

paiir toul ri ■ r rig, fl -r: ~ (fts" j: t r. 

Ainsi pn a obTenu : 

, 9 no E N, n -=-■ njj ■=£ ]iEn! *- 2 e, 

c'est-lrdiie lim u r , ■ 0, 

fi— * 

En consequence, Y, “n converge d'aprfrs fe crittre dc Leibniz, 



Vee 



k 



* d* la fsianon He recurrent e : 

nW„ - (n IjHf',, _ j , 

Ivof la dwnonsir. an ar dr la far mu If 6 * Leu- 
niT cm cd ch.ipilrr) nr n dcduil 

W. V't^h; 

* avrt I* mhnr rrblMn dr I^CLHrrnt^ *n 
roil 5 *ter..iiH In wwjp Vrnr qrni'i.il 

m N 1;I w ln i - fiinm - ] I 1 1,1 1^ r _ | _ I. 

m ir'ciitif. :|L >1 cjmbF (,. -41 tri i:ur 

U’;.. ;(t Bifid M^ h Vl-'j,,., diHIM 

■ eidm, lr tofrorerre Uf convergence' do- 
rr -itf (voir chafniie ■&' nous ckmara nm' 
sdiiEion Irfc. .'apidfr. 



. Cafculde la somme 

n 



Fnrrfiddi U n = ^ 11 ^= 1 ' ^ y*jt- 

fcidli L-n 

fS 1-t-l 

On a 5US5I U r i ■ / 

JU 1 + 



11* cos k * d>‘. 

fcidli “ rl ' kzfl 

- t-l) r W* 



COStJC 



dx. 



„ ri coA n x ^ ri _ 

En remnrquantcjup { -ax* f cost \xd* = ! UnU pn QWient 

* + ™ x 

F f cna II x „ „ . 

Jim / - — — — cJ-Jt = 0, d ou 1 1 TfeullE : 

n ***» Jr,-, 1 + enft Jf 

„ , fl d.v f 

Jim Un - / - I 

"-**» lusHi j n 



3 d* 



„ j * 
2 “* 2 



<K 

lan- 



ll 



et finalemeni ^ u n - 1. 

n=nt 



An pour juslifar e» calcul que, au?i 

que sort jte[0. | ], la ramr de la sene gfei- 
metriqueHl itfetarla da .1. 



On vfrra Anil le ctiapWt vjnvinl rfjf <r rj.n 
fM laiE iu tDfiMlbr a jiftsfitr I'ir-lfq-dlion 
Er^nir A Wine Mir DO, £| de-la wnedr tont- 
tkms da-lefirsgaiiafal 

Un : * rl ■ lij" roa 11 x. 

(lefle apaf alien re pcuira jamais, eta lane 
sana fustificallBn. 



IV Suites et series 



Ex. 12 



Sait La Suite r^elle i tj n ) n '■> cWime par : le« = > fin fra n). 

I n k 

!:-!> 

MonErar que {em] J es! convergenle eT Irouver un equivalent si mple de f - ein pu an a pose : 

t = Jim Un. 

n."4*OD 

On ne demande p*s. de (alculer f. 



Indications 



Inlroduipe la sfrrie de lerme ^eneraJ i r.. u„ 



] r pui^ la serie deTerme 




d( 

[ 2 fn I 



Pour aborder cet excrdcc. il est utile dc connaitre Jes ctefiniTions et tec^niastK du chapitre 6. 



Commcntatfc* 



S< htuunn 



La suite ( < 4 /i ) Bit de mime nalure que Fa sin# Un a vet tvi = u n - ti^ t . 
Le cakuF donne im, ■ n ^ tn + #t ( et «i fltevttoppartf 

au vuisindqe- de +-S. : 

l f l \ 

Vm = 3 +• o -™ 

'Ire fn n \ rc' tn n / 

done ttn = o [ ] et un converge d'afwfe le rfegle de Riemamn. 

W / 



D'aulne part, pt est dp signs constant {ntyttilj au vOtSina^ed# +OL, done 
d r gpnes 3e [heonfcme de summation das equivalences dans le cas dps Sprite 
converg* ntes e tenues positifs. il vient : 



4 ^ 



S °k 

Pf-n+i 




+ x 

i 



lc^n +1 



1 

k 2 in k 



wit 




Kemarquer que la sene de teime general 
u„ u,, i rfonr# d« takuls plus facile; a 
mener que cir,.-, -ii,,. 



La sene de tairne general m, est a termes 
p;i4-i:1s a pamr d'un oenain ■ * r i g 



La fonctiofl t ** -*- — etant deeroissanle, on a 
r fit t 



1 f k dc 
k z (nk ' / fc _! t 2 fiii ~ tfc- 
1 /’ k dt 

et il en result? * — - I -g ■ 

fe^£nfc Jk.it 1 ent 

Alois en appltquant le mime theorems I 2, il vient : 

k df 



V _ V / df 

^ T fc 2 £nfc A.ikir 2 fnt 



d'o€k i - I In 






“if 



fc=<| 4 |- 



dr 

t 2 fnt 



line integration par parties ctonne maintenant ; 



r v dr - 


1 


Jn t 2 fn t 


r fr/r 



J n 



r * 1 dr 

"L 1 2 t*? 



-4 (. 

t 



\ 



On vena dams le chapitne 6 que la fometion ( >-* 3 ^ etant integrabie el 



positive sur 12, +*L la relation ^ = o ^ ^ donne ; 

r-^.JrjL) ‘ 

Jn l* fir t \Jn rfntj 



done 



dt 1 / f 4 ™ d t \ 

Jn t 2 fnt~ ntnn + 0 \J t[ t 3 6 t ( / ' 



Finalenwnt ( - un — 



1 

2rt frt O 



Cdf 



avk'tJt-lP tatfc- 1 ) ' 



J’+OU 

/ iafc-sin 

J n 



iSfUiM 



Niveau 1 



Strips si termes positifs 

Ex, 1 

Snjdier la nature des series denunfe par teur twine ge- 
neral Un : 



li 



rI 



I I 

— bn- + c n • t 

2 ) a n jy- — ©u {a, to. t) E ( RJ ) 



5) Arccoe 



n 



l + r7 

4) (i/n+ I- v^) y 



, (u.>0)r 



( 1 “^) 



4'n" n 



tot, 2 

Soft u« ■ + 3rl^ - 

Trouver Ik polynomK P E R|A] tels que la serie de 
terme general u n converge. 

Ex. 3 

(Utilise He chapitre -6.J 

ttudier la nature de la serie de tenne gineral ; 









fn( 1 - xkljf. 



Soil (un) une suite da r4ets itrittetnenl positifs pom 
laqueHe ii exist© ra > 1 el Ri> E W teb qwe ; 

Vnm ”*- "wT * (nTl) ' 

Montrer q«e u n converge. 

, JL*3 ■■ *■ = « ■ 2 in — 1 

Apphcataon : u* = i. 4 in^n + l ■ 

Ex. 3 

Soil/: [1 , +cc [ -f !t>,+x [ die clause- 1' 1 telle que ; 

/(*) 

lull * —oc. 

Jf-t-KW' JiXt 

Damontrer qua la t^nt da lerma yenerdl/i rc> Lurivtiye. 



Ex. 6 

Soil«E 



1 

2 r+0 ° 



et ^2 un, r St l, une s4rie ccmver- 
gamta a tarnvas positifs 

Montrer qua la s^mie- de terme giniral un a 

n 

convarge. 

Series a termes quelco nqu.es 

: Ex. 7 

Etudiw la mature des series donnees par leur lenne ge- 
neral Un ; 

1 11 d^sV’ fc ’* 0,: 

2) sin , Ck£R); 

31 ( ~ 1>n 

l 31 in r ■+■ i — 1 V' ’ 

i 4) cos 



TTfl 2 6l 



e*)]' 

} fn^l+L^Lj p 



6 } 



™ i-l) k 



k-n 



tn k 



4in 



Ex 4 






Ex. ft 



Summation des series 

Prwver la convergence el Cakuler leS sommes d©$ Series 
suivantes : 

+=*J 

11 

„ 1 1 2 ^ 

2/ M,^Ti + ^7T 

n*2 V / 

+OD / a \ 

3) EM 6 *;™]- 

rl=0 \ / 

Ex. 9 

+ " 1 1 

Wonlrer que pour lout rr£ N T : -j < , 

n=n k 1 



" 2 



;yrightedg»pterial 










Chapin-* 2 : iiuiiiemCfjKAuu «<Lisi:a)l*s 



“r 



Niveau 2 



Avec solution de tail lee 



Ex VO 



On donne une suite (xn ) N a valeurs- dans ] g , 1 et on 
d£finit la suite par : 



Xn+i + iM 

ijo = jqj at tr n> | = 



*fLtl i/n 

ttudier la nature da la sflnp da terme general 1 — yr, . 



Ex 1 1 



ftudier la nature de la stfie tie terroe general : 
i+ -Vj t ■ ■ - + — V 

Uh » fi v* V s q > 0 - 



Ex. 12 



Eludlar la sta de terme general u n = 10 - nn ou p 
est k nombre de chiffres de I'ecriture decimak tie n. 



Ex 15 



Soil ( Ufi J r . une suite reelk positive. 



Til (]£ *“*)• 



P 056 ™ * 5 BT 



Mentorer que les series ^ Lin el ^ snnt de mSme 
nature et, qu’en cas de convergence Hies- wit meme 
smtim. 



Ex 14 



Salt 53 loi une serie a terrnes reels positifs, 
Oiscuter la nature de la sfrie 53 un avec : 

1 



L*n — 



1 + n a u n 



15 

Irouver 






. r- 1 r 

hm Un OU un = » > j 



n-4+flt 



k=n 



Ex. 16 



Spit ( Uri 



une suite ctecroissante de reels stnctenrent 



positifs telle que la serie 53 fa € R), converge. 
Cakulef iim n l “" II LU I , 



Ex. 17 



Soil ( LL, L j une suite reel It- positive, strictement trait 
saute telle que : 

Ufj^l 

lira im » +oc et lira ■ — — * L 

r*-n-x- r?-»*-3c Un 

Montrer que, au voisinage de +-jc, 

u k - “t-i , 

1 ~ &l Un , 

U Elk- 



Ex. IS 



I } Mcmtrer que la suite de terme general ; 

1 1 1 
+ + ■ + 

in » l), converge et caltder sa limits t. 

I ) Trouver, quand n tend vers +«? un Equivalent de 

t — Un - 



Ex, 19 



La regie de Pan be Duhamel 

Soit 53 un une s£f ie A tenues rtels strictement posiitlfs 
telle que, au voisinage de +go ; 

Uni 



mi , a m 

“ = 1 — tt + — ] ■ 

Ut U \^ / 



Un 

1 ) Moutrer que : 

si a * i r 53 >*i diverge, 
si a * i r 53 **i tonverge. 

2 } En constant las series de Bertrand 53 
montrer que a = l est un cas douteuic. 

3} ttud-er la sen* de terms general :; 

_ " | 

Un 3 Vni TT ain -t= 



rtf At nr 



V 



Ex. 20 



Itudier la st&rie de Lemie general : un = 



** (-» t 



kin 






Convergence et cakul de b sorame. 



Ex. 21 



itudier la serie de terme general : 



'£*)(£# 



- 1. 



Ex. 22 



Prouuer la convergence et calcukr ; 

■HSC* . 



n« 4 - 



ch rtv chi n + lie 



Bt .23 



PrGuver que pour Caul / q C tel que !g| < 1 ; 



1 } 

2 } 



1 

=5 m y^l rt + l> 2 n r 

a - rf “ 
n *0 

*ec- n *iX 

r — h RZ p ■ i E 



>py righted material 



102 












ttencKK 



Avec elements de solution 

Ex 24 

ttudier is sete de terme general : 

4 t f U-rVd i. 

n 



J-Cri 



Ex. 25 



1 

Eludier Id site de terme g£n£ral ; u* = Y"* fc. 

rt 

k-l 



Ex. 26 



Prouver la convergence et calcule^ la somme de ta serie 
de terme general : 

1 1 11 .,. 

Uf, 5 d (^- 2 J" + ( 3 n- lr' ,+ ^“^' ln * 11 



Ex. 27 



Mender qu'il esiite «ne suite reelle i.x n ) telle que . 

Vrt e N .** 1 + *t - rt * 0 , 

Sturdier la sene de terrine general 



Ur, * Xn — ■ a fn n — •- fti cl Scl b) E R 2 
n 



Ex. 2fi 



TT / Jt\ 

On pose Lih ■ FT | l + — I . n£ ftf*. 
i \ n J 

1 ) Cakuler lim tin - 

n -+ «jg 

2 ) Montrer que, loesque n tend vets +» : 

■-H 1 -*♦■£))■ 



Lin -e “ n 2 



Ex. 29 



PiOuver la convergence el calculer : 
“ Cl + 



1 * 1=1 



(I + v'Tx 1 + v'S) . . {1 + \/n) 



Ex 30 

Soit in,! uite sfrrie convergent* k Hermes reels stride 
merit Msitifs. a el (i den* reels tell que- Q 

a + > 1. 



Etudieir la nature de la line de terme general Oi = ^ 

Ex . 31 



Stwl ^ > >ri une serie a termes reels positifs et, pour tout 

il 

nSfy.Sh = V* u* . On suppose que pour tout J r 

S < ^1 + ^ j|S,t- Montref que Y, t m converge, 

Ex. 32 

Scwt fn^) r une suite de reels strictement positifs telle 
que Ifln diverge. ttudierila s£rie de terme g^n^ral : 

Or\ 

Ua = - 

Ctfl + d] + ■ ■ - + Qn 

Ex. 33 

Soil! une suite de reels sin element positifs telle 

que lim On ■* +00. Monuer que la sfrie Y «n ou 
11 

u n a Arcooe [ ] diverge, 



Ex. 34 

Etudier la sene de terme gferteral 1 

■ . . x 

4 i,i = n! Ein xain ^ . . 

ou x esl un ted donne. 

Ex. 35 

£tudiw la suite de terme general r 



X 

sin — j 
rt 



Un = 



n 

P~I \ 



1 + 






Niveau 3 



Avec solution detaillee 



Ex 36 



Soit V un une serie convergent* a terntes reels stride- 

l 



ment positifs. Pour tout n > l r on pose c* = 



(§-)■■ 



Wontrerque Y ^ converge. On pourra commencerpar 
prouver que ponr tout n € N, \fn! * ~~ - 



Ex. 37 



Soit Y un une s^rie r^elle positive, convergent*. 



“HX 



Pour tout enfter 



tern9J-l r (MtpOM Rn = ^ Llfc. 



k-n+t 



1 } Montrer que, pour tout e,€]0 . 1 [, la sfrie de terme 



general on = 



Un 



tn convergente. 



Un 



2 } Mon>trer que la serie de terme general u*l = jr 

rfn 

est divwgente. 

Copy rig hte^mteri al 










. Chjpne 2 . Stiiti nuraiqiitTS au v«1i!ftt»es- 









Ex. 38 

Soil ( Li n ) une suite rPelle positive deaoiSsanle frl p uri 
artier naturiH fuel p*2. 

Montrer que V un est de meme nature que ^p n up«. 



Application : nature de Y — — -p 

ni.fri n) 



Ex. 39 

Sort Y un une s£rie a termes r£eh positifs. 

D^monlrer que JZ tin el t>n Sortt de mime nature 

Un ^ i {ufi + M„*i + - ■ ^ + 



Ex. 40 

Soit^Z j*i une sfrie I termes poiiiifs, £dnvergei'ite r paur' 
n 5» 2, on pose : 

«1 ©1= 2 +■ Ug 1 1 3 + . - + l*i frt( r| + l j 
*** " ri(iwi&rtrr + 1) 

Montrer que Y °n converge. 

Ex. 41 

Sait la suite reelle delinie par . 

*0 e]0. l[ r %+j ■ ^ , 

Mwrtnrqu'i! exists Ariel tel que - n+fhn+x+od) 

*n 

liorsque rt tend vers +oc. 

Ex. 42 

ttndier la secie de terme general : 




Ex. 43 

(Utilise le chapitre 6 .} 

Sort a un reel strictement sup£rieur a ^ 

£tudief la sine de terme qenlrdl : 
ain ifn 

Ult » 3 * 



Avec Elements de solution 

> _ 

Ex. 44 

Sort Y ^ une s*™ £ termes reels strictement positifs; 
On suppose que ; 




(eventuellement f ■ +3c). 



1 ) Montrer que r 

si ( > e, JZ tin converge, 

Si -f < e r Y Mn dmeitpe. 

2 ) Mantra que, pour f = e, on a un eas dcuteux 

(ansUfaw les series V - — — ff ). 

E».45 

ttudie. la cmwerganM de la s4rie de Terme gdndrel : 

(-l)^ 

“ 2- &ijc 4 
tmn 

Ex. 46 

Etudier la convergence de la serie de terme general : 

\ rc=o / 

Ex. 47 

La transformation d'Abel 



E tarn donne fl € ft\B it Z et a G H' r on pose pour tout 

It 

nEN, An - ^ et pour tout n G N*. tin * 

ptriM 

— a“ ■ 

n 

1 ) Mpntier que la Suite (/In ) ^ esl bomee. 

1} Montrer que ; 



Ft*l Jc*l 

t n dlduire qua la sane £ tin est canverqenle. 



Flour quelle* valeurs de a est-elle absolument cun 
vergente? 



3) On pose pour tout n G N* " 



cos rO sin n4 

Utt = r” et uvi ■ — nr- ■ 

n it 

Stucfier la convergence et I'atwolue convergence 
des series Y lJ n Y. u vi • 

Ex. 48 

Etudier Suivant les valeurs du riel strictement positif a 
la nature de la sifie de tenure general : 



tin ■ ’/n^ e COa n - rt 2 , 
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Ems 



Indications 



Ex. 22 



Genre le lerme general comme une fraction rationnelUe 
de f = e*^.. 



-2n-i 



Ex. 28 

Poser lyi = ir " ^un et determiner un Equivalent 

defiir*, , 

ts. 2y 

Exprimer les sommcs panic- ks en lonctiwi de u n yH. 
Ex. 31 

Considfrw les S& , 

Ex. 32 

Exprime" (Jr, en function de Sn ■ C$g + * « ' + O^rt ■ 

Ex 33 

Consider** fiic-astm. 

Ex. 36 

1 



les sommes 



1 / " \ n 

tcrire tua J et irajorer 

pirtivWes de la sme Y •*» - 
Ex. 37 



1 ) On = ! - Rn IH,, £ ' comparer £ on et 

avKui, = fli-7-l^-“, 

2 J Comparer wn A u£ = fn ^ 1 . 

tin 

Ex. 58 

Encadror cl^-. ' + 1 +■ Uj^t 2 4 ■ ■ 4- l Lj. h . . i , 

Ex. 39 

Comparer les sontmes particles : 

Vn et t%n_i , Un el Vn , 

Ex. 40 

. 1 , 1 1 
□mparer nfnn Cni rt + 11 ^ in n Inin + 1) 

votsinagre de 



Ex. 41 

r 1 I . 1 l . 

Former — . dpi* — | puts. 

■*wl *h r x n*-l *h r 



yi 



■ | + n + !■ + Mn 4 1)^ 

_{l + rt + ton ). 



i Ex. 42 

CiMtsidirer les uiitEs de tenties gen^ray* : 

{-rf- 



-sO-^) 



Ct Qn * T/nPn 



p= 1 

et l«S series 



“ Fri-l Qn-1 

l Ex. 43 

Utilear le thtori-me 17 et I'intfrgrale 
: Ex. 44 



r eoa x . 



Comparer Y un et Y R au moyen du ttifrH'frne 

n(ftj n't 

de comparison logarithm ique 
Ex. 45 

La dkioissance de ( | Un | ) peut se ded * ire de la con- 
weaitede/ :x*h 

Ex. 46 

Mn = fin [tan ^ - ftn jj avec : 

i-l j'Pn+'t 

Rn - (-IJ*** 1 / jdx, 

JO 1 4 AT 

Ex. 47 

2} GtrwequepourttHrtfrEN*, <t®*» 

3) Dans le cas 0 < a * l, remarquer que : 
jcos n0| 3 (os 3 n0 
et de rrirne |sin m H| > sin 2 ntt. 

Ex. 48 

EHectuerun developpemenlasymptotique de rin et uti- 
Nser les nesultats de f exencice ptecedwt. 



lopyriqhl 
















Niveau I 



Ex, I 



“n in + 1 ) 1 \ n+ V ^ 

On en deduif Jim — ■= I dtmclun, converge d'anr^s le crityne de d'Alembert, 

iJ n <? 

1 ) I'^urdy s'appute sur le dtatoppemert llmltt sulvant : 

I I ern f na / 1 \ 
quand n -* +30 j a 15 = e n = 1 * — — + C ^ 



On ohtient iti un = - 

n 



in n — ^(lh h + fn c) 



*<& 



,. l a 

■ Si a.-y'bc GAS Un ™ — in — = L 

n -++•>□ n v£jc 



la serie de terme general u n diverge cfaprts la rtgle ties equivalents de series positives. 

* Si a = v^ on e tin, - c?(^ j : 

la serie dy termy glniral U* converge apnb la r£g|e de Rjersnann. 

5) H est dair qme un tend vers 0, on a done un - bid iin , 

(^j -\/l -('♦jr)"’ 

D'aprts la r^gle des equivalents, on en deduit qua £ 4*1 converge si et seukment si « > 2. 

Remarque ; on pout aussi wire : cm n* ■ 1 - ¥ + o(e 4)- rr^ ■ i- i + 

+- ^ 1 + n n \ fi / 

2 >/2 

puls par transitivity das t^uivalents : u* - — m, 1*1 4lant positif, L i* - — -r . 

+20, ft +^l- n fl 



4) En remarquinr que v'n + ] - i/n = 



1 



fn+ i * i/rt 



, il vienT: 



Wfl 






». 1 _ s !— . » a 2 th n-=- fri n-wjf -/Fi dnni — tn nMjf h/nfia ni 

PuisquefFin = o(y |l nCriTi:). Oifi a n Un = ^ 3 x ' ■ e * ' r . 

Onendyduit lim n a i 4 n = 0. done Su* converge cfaprys la r*gle de Riemenn, 

n--¥*iKf 

5) Ou developpemem : b\ [ 1 - -gj-- J ■ - rl + a ( fj, M j ■ m deduit tin = e~ ** ' IMh “( ^ ' rt ) . 
Done,, pour tout p reel, orv petit etrire nPun = ^ n ~ 1,1 JHO ( n ) * 



J P j 



)V rid hied ma 








EXpfOOfri 



• Sin *2, on afn n«*>( (n a 1 n ) dooc lim n^uh ■ 0 quel que soil |l. En choisissanl p = !3 r avec Da n^gte- 

V / (l-f+oc 

de Riemann, lim n 2 u n ■ 0 donne la convergence de V un. 

■ Sr h -f 2, on b fn“ ] jnt ■ n), lim n ^ i*t ■ +oc quel que wit |J > t>, En choisissant & * l, avec la regie 

n-*+oc 

de Riemann, lim nu^ = +ac tone la divam&ftte de V un* 

in— R + OQ *“■ 

■ Pour n - 2 r cm reprend le dewloppement initial, il vient ; 






Un = e 



Done Un 



_ 1 
jT 1 2 



+oa rt 



at la serie diverge d'apr-te la regie des Equivalents. 



Ex. 2 



Cwisictergni le terme an = v'n 4 + 3n 2 ; on a a,, - n, 

h-h-k- 

Four qye <Hn)h stMibamee il Nut que ^RrtH - n, 

D'cu la torme n&cessaire de P : f\x) ±= x 3 + ax 2 + iwt + c. 

i 



Un cakul plus pOusse- dan n b :: ri r , 



l>a mEtne 



Done «n «-| + (j - 3 + t)h + °(^) 

Si « •* 0, cm a lim it* ■ - s ■* 0. 1 1 f^ut done a ■ 0 pwr que la serie converge. 

n— &-+-3C' J 

9 y-g-ul ^ \ 

Si b^-j^ona un ^ ^ 1 \ ~ fr )§n* diverge. H b^^ona u n =0^- 3 ji J la serie converge. 

y 

Les polyrnimes thereto sont done ] PCx} *= x 3 + ^ x + c (c € R L 



Ex. 3 



Pour tout n€i*y r la fonction JK : *i-* V fo(l— xj esc continue cur fo, l| et. lorsqwextend vets l :j'n(x>- tn(l -x), 
L'intEgrabilite sur 10, l; de x — * frit 1 - .*» peut se deduire du cakul suivant : 

f f-nd — t)d( » [ fn rdr ■ [tfo t - il [_ ■ -a - (1 - xMhtl - x), 
h h-x 

d'ou on deduit lim / (ml - tjdi = -1, 

Jq 

Ced assure qua. quel que soi l n € W. f„ ast i ntegrabi e sur |0, Il done qua u.., axista avec de plus u, A = -1. 

Line integration par parties donne pour toul x e 10. 1 1 : 

.n+l 



/ 

Jo 



foi l - tldl - 



r j.n+l j 






+ 1 



foil - tl 



1 r* 1 « 

n *tj 0 1 - t 



iopyrightet^aate 





Chapitrc Z : 5+1 « ituiiiii!nQbe& riCi&nellft 



d'tnj en faisant lendne x vers 1 : 

Un 



= | f [l + f + ► * ► + r n ) dt * ■ ■■ - - t . | . 

n+ * Jo ' f n + 1 V 2 n + 1 / 



It esl da»ique rjue, torsque n -* +», I + ^+ . < -+~-£hn r 

. . (n H s J. r — ■ 

Ainsi t(rt - et la sene > un tweiqe. 

Ex. 4 

C'Kt du tours ! 

En posant t*, = \ r la sine Y un e$! oonmgenfc ei I'hypothfese se lit Vn no. "C 41 «s . Done le thpgrfeme 

n. tin Un 

de comparison lcjga>ritt>mique (tonne la convergence de Y 

'2 

AppPication : dans I'eaerople propose, ma 

1 \ 2 



, (tone 



Ufl*t 
U it 



(>*£) 



= 1- 



5Ti 



'(h)- 



K)('*k) 

Par ailleurs {7^3) - 1 ~ ^ + * ( . done avec 0. td qjue 1 ^ o < !j P par example a - on obtient : 

Uft+l / « . 1 /1\ 

isr^lwrij *“?h +o UJ' 

5 

il exisle done ng e Mel que n ^ J * * 0 et d'aprfrs la question prtlimi naire, la serto JC u n 



eon-verge, 

Ex. 5 

L'hypothfe* lim 



fix) 

/u) 



= -oo peinmei d'kiire : 



(1) VAER. 3«E|L*o0l„ VatE [1. +(k[ > x * a => ‘W. - .Y *■ A. 



fix) 

jnft 



ftWMfttA * -1. 

Pour tout x & «, on a 



L 



r /(iK . .Six) 

d0IK: 



En poMin-t a = /(ate 0 , on oblient, pour Toot n is* a, 0 < JYn) * ^ . la convergence de ^/(n) en resulte car 
Y e _n une i^tIe gfom^tfjque convergence. 

Ex. 6 

□negalittde Cauchy-Schwarz dans R n nous donne- : 



(v^ 



VET V'^n 

2^ it 



^ * l^ + + " " + (ut + Mi+ . h * +un). 



n / +■=* 1 *m 

n E N* l( 

Jo»! \lB.l 71^ I 



Un 



On en d£dnit que. pour toot 

Ainsi Y v?i «t une swie a lemes posittfs dont la suite des sormnes partielles esl majors die est done convirgenti'. 
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I ) On sail qua quel que soft « > 0, il axist* ng isftf lei qua « =*• n > ( in n f . U sSria «t dorse dtfini* at 

aHirn^e a partirdu rang rag. 

il e&i clair qua u^i - - r done la sMe n'est pai absdumeni. eonveraanle mail on a biert : aim |un| = o . 

t >l n n ■+-Tt 

La function/ : x -* x - ( fn x i” est de dasstf 1 sur 11. +*| et a pour efer Mtf telle que : 

Mm » X-«\Mxr~ l 
jLO= ____ 

IE exisle done « > 1 lei qua, pour tout * > h, on ait/'lw) *= 0, 

Puisque p^ur n & ^ -I.-, = . on en deduct reiistence de n t =* m, lei que la suit# ( (lmi| ) nin soil 

dbcroiuant*. Flnalement la s4ri* converge d'ap^s le eritere de Leibniz. 

2 } Notons «!t = wv'r.-' - + 7 ?— rtir = 



n 4 + k 1 + fi 

Efci obtient ainsi un = sin ( n w +an |i » ( - 1 f sin on . 

Comma 3a suite («*) «t positive, dacnoissanie side limit# wile, la suite { sin *„) a las mamas quaiNs i partir 
d'un certain rang, le alter* de Leihnli s'applique : la serie y] un ast conwpgente. 



Notons que Ile. ~ 



n - -v 2n 

^ ;■ a cl*irem«rt affair# I une serie alterftfre 



, done V Uit n'est pas absolument oamrergente. 



En 4criwant un = 



( •];" 

£rl rt 11 " ( 

It' 



1 . ob otrtien? le dihrelopperwnt : ir PV ■ . 1 ' - - — * o( — L- 'l . 

-l) ri fti " frr ?i V ln J n ' 



fii n 



(-If 



la serie de term# gtotoi is = — --- converge d'aprfes le entire de Leibniz. 



1 



la dF velopppTieni pm: fcip.i r monire que la serie dte if: me qerierd tu n = ■ - i-., esi telle que iur, - — # , 

-:lt m £ n 

elleest done de signe constant (negadf}^ panird'un certain rang et d'aprft lecritera das Equivalent's, eila est de 
mime nature que la sen® de fiertrand V — done divergent® 

T\ 



En conclusion £ u„ diverge an tan! qua somme if un.® serie convergente etd'wne saria divergent#. 

^ i Tordr® 4 au sens fort : 



4J Oeveioppens tn - — - = (n 



in . _ - 1 _ - 1 ~ +0( V). 

Jl rt 2tr Sn 3 V n* > 



□ * Fi — 1 IT IT 

M< en didult n in — - — = — « n — + O 



(t?) 



3 n" 
tfod 



Llfl 






On d4duit de te cakul que un - t-lf ' L 5 r done i s'agit dura serie altwr^e (a panic d'un certain rang} et 
Un j ~ nwntre qu J ell® n'est pas aiKolument canvergente. De pltss. T\ un apparait comme la somme dune 

+oo j n 

sine cormergeftt® rfaprfes le critic® de Leibfiiz : ^ r-i:i ri+l ^ ^ , et d'lme serie ateoJument coniergewt® puisque 
un - ( - 1 J n * 1 = d [ -irj ; etle esi done emergent®. 



Copy lighted 



JIB 









CkdpT't 2 . 54rt» mmltiques uU tfKtoneiies 



5} Notons que un * fit 



(-!=£) 



est delinje pour rj * 2 . Comme a > 0, on a un 



(-if 



+™j n 



el 



| u n | - —-Lj s4rie £un st done absolument eonvtrgwite si et sftjilement si a > l. POur 0 * a «; X. 
prcKL^doiis pat un devtlopfwmein limits a deux termes ■ 

I- if 

2n* 



Lin 



t'i 



7F + “(;=) 



el 



Un - 



(-if 



FI 



«e 



i -if 



La sdNrie aftwnge V — „l_ eynt convergente d'apds le critiwe de Leibniz (tar a > 0), la s£rie Y us, est de 
nwme nature que Y -2; c'esM-dire conwrgwte si et seulement si e * ^ ■ 



(—if 

6) Pursque la serf# Y. - ^— - - vertfie le tritere de Leibniz, on a pour tout n * % 



to ti 



done 



E<-if 

61 fc 

Fr=n 

|un| * e ~ 61 n *' & I ' J Avet n^c - * n ®* * n a pV^in-mnftiinn on ^tiem Jim rfuh * 0 done 
converge dl'aprifs le aitcre de Ricmann. 



n-F-h» 



Ex. a 

i ) P0WF14 Ufl a — J . 

Jl: + J 1 -t - 1 

X 

En decomposant en elements simples la fraction FIX ) « ■ > n -. o* 1 orient pour lewt nENi 

Jl "k X. "4” 1 



- — - • — ®-i e'est-a-dire u n - Pi£n> — Mn+l}ou on a pose hCn> = — ^ 

2(rf — fi + 1 ) 2(rr + «*■!> 20t 3 -rt+l) 



On reconnatt in»e s£rie t^leScopque el cm a pour tout n e ftl r = hi 0) - hi fj + 1 ). 

fc =0 

■*» l 

II en rfculte qoe Y h n esteonvergenle avec Y' « n ■ ritOt - lim hin) * 3 - 

n-F+iXi J 



ft=Q 

112 1 

2 ) Pour n > X posons un * . ■ < ■ + •*< ■ - ■ - — -7- etpour n » 1, persons hlnH = 



t — ei yuui ip 4 , '“*■ jl, uwvi 13 ffi*. rif — 

Vn-lvn+li/i 1 vfi 

Onaainsi pour tout mi &= 2, un * hfn- l)-2 hiti}+h{n+ 1), on ree onnait u w strie leleseapique gewtalisee. 

n jc ri A 

fomwns les somnses partielles ; v* ■ ^ iy = ^ Njr — 1) + ^ hO 1 + ll 1 - ^ ^ hy> P 

.^=2 .^2 >2 >2 

n— 1 m-l n 

soil en iramlatant !« indicts de sommation ; Mr m ^ fi(f ) + ^ _ £ ^ 

>1 1=3 J =2 

elaprte simplification : L r n = M' 1 !■ - fti2> + h(n + li - hi,nX 

KK | 

Avec lim hCnl = 0, il en result® que la serie est convergent avec u n = Nils - h(2) = l - -— . 

v '2 
n=5 

Remarque : on puuvail ausSi effectuer ce calcul «n remarquant que Un ■ Wn> - JWn + 1 1 avec : 

1 1 

v'n “ 1 iTrj 

i) Posons pour tout n£\ un = fn (hh (2 -ri a)}.PMquelasULte{uri) N $iJi|d^linieil«tn4™5Mireetwffi5an! 



fcfn) : 



quea£ 



IT TT 

I ’5 



. Si a = 0, on a affaire a la s£rie nulle. On suppose maiinterranl et*o. 

2 



a" 1 

Lorsque ?i tend vert +^g, on a u H - - done, la s^rie ^eometrique ^ etant corwr^ente, la regie 

des Equivalents, donnt la COnvarganee de f u,-,. 



no 
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Notons flaj la soanma la forKtion S ainAa d^linie esi dvidemmenl p^-ire e( an pent dona se limiter in^cu ^ . 
En remarquanl que pour a E J 0. ^ [h cot a * ~ , il vient = fn \ sin . j in [ Ein .,?r ] ~ frii 

sort u fl = fn - frt |V sin 

On recoonaft ainsi ui» serie telstopi-que^ et on obtient : ^ u k = tn sm ^ a _ fr, ^a ri sin ^ . 



fc-£l 

tK o _ 

„ .. „it , « ., . *, /sin £a \ 

Pont avec hm 2 sin - r , ■ a, «l tnem } ri„ ■ <n — — , 

2 \ 2 tr / 

it=0 

Remarquonsedfinquelafondfron/ : a>-*— ctan-tpairoet pnolongeaWe par continuity cnuaw?c/i 0>= l, 

] 1T TT r 

— ^ ^ I ■ 



Ex, 9 



1 4 “ / l l \ 

En remarquantque = ^ I 1, 

n- x fcwu V t _ _ fr+_/ 



La conclusion ry suite alors de 



1 



I 



1 1 
fc "a t + S 



2 

1 

i? 



on dbtienl 



] 



4 - i k i 



T-Ep = S 



1 



- L w 1 lk 3 

ri __ fc "a k+ 2 



1 

1 

- - * 
4 



> 0 , 



Niveau 2 



Ex. 10 



La suite (y n ), esl definie et positive {par recurrence). 

EiaWissons la prapciete r y^ « y L «:...< < I. 

Sachant que (>^ h ) : t^i = .^i -O 1 Si! vriit?, tqjpuscm-t- acquire lapiupriele | Jr M ). 

Cakulons « B-.i - B. » ' 

iTAn*iyrt i + JCn^ii/jt 

Ayant suppose que ( tin ) est vrale, il vient : 1 y P ^ | ?= 0 et y, r+ ] y n * 0, d"ou y n « y PW i * 1 ce qui donne ( H n *i ) . 

Ainsi la suite f j v est croissan-te, majora par l r die converge done. 

Minors regression : y„, t - yw = =- 3 = h 1 " 

Comm* la suite (yn) N converge, la sene de terrne general y n4 j - converge, et 0 == 1 - yn *. 2(y Jf+ i - yn) 
prouve parComparaissn que la s&rie oe terrre general 1 — y Jt converge. 

Ex. 11 

Sachant que t -» -4- est dkroisante sur |0, +eo[, on obtient : 
v t 

/k+l | 1 (|f 

pour tout 1, j eg — f i) et pour lout K 2 , -jm j — = (J) 

Remarque : P' neqaliCe (2) ,r£ste vraie pour k = 1 Car la Innction r >-* -i- etl irVeqrabie sur ]0. 1 1. 

En wrumant les i negalites (1) et C2}, il vient : 1 ~ et V' ^ r d'ou 1 

( / i <V#44» Svfli-S* J'is*Vn-l. 

h ^ ^ 7E A 7 £j VS 



srial 






Cltdpifit 2 : 5Mt» nuirtAriejites «u vetterelies 



1- _ 'L, i 

On a done :; ^ -j= - 32 i/n c"«t-i-dire ^ -^= ■ 2i/n + ofv'ri} 



y/k 



■<?) 



km\ T k-1 

Si a 2 a ] , on a Lin » 1, at la s&ie u n diverge grossi ft menv 

Si 0 < a < 1, on a n * Un * esp [2 fn n - (2 -Jn + ef^ri}) |£h ci| } , done : lint ii 3 Mn ■ 0 Ou ui| 

et la s^r*e Y »Jn COmHged'aprts le oiEire de ftiemann. 

§Ex 12 

On a pour n * X. 10^“ 1 * n * 10^ - I done n * 10 111 , op < 10 et u*t * 0. 

linegalit* n * 10^ - 1 nous donne aussi 10^ s n + 1 done p i» lewtn + i> ft i =; lag ' n + i ' > ( f * leg 

designs le logarithms decimal). 



On en deduif : 



nP * n lD e ,; - ri+i:i = io Ju^fn^n p U jj Uf| £ iof l - 10 



/ 

1 1 - 10 jD tf n+1 1 . 



Prisons alers u* = IO l - 10 ]0 §t n4 



1 - 10 ]o Hi n * Vl i s it) l - 10 *£iwTV 



v,t 



1 - c~* «***« ) 



avee fc = £n 10 = 



loge 



Un 



dMoppenxnt IfflMdonw - JsTTr ” rilTsn + ° (rars) 61 dont ; 

ICNf / 1 \ . 

^ * n fn n + ° ^ n fn n J 



10k 

Bn " n^Tn' 



Puisque la serie de Bertrand! ^ r| y ■ diverge, on Sfl deduit gue V ty, diverge puis que J] Un diverge, 
Ex. 13 

n n 

ftjsoni pour toul ft 6 N “ t U n = ^ 1 % . V„ = ^ un, on ohiiMt : 



*.--1 



fc»t 



a , P n n , n n / f \ 



l- r n — JtPjt. 






■ Si h s^rte Y converge, rin&jaliid 0 « v n * Lr n « u == ^ ^ Pi 0L|W 12 un , s*r»e a tierm« pMrtifs, «t 

fc-0 

convergente. De non = U n - V Ut on deduit done qua la suite (nun} converge, soit X sa limlla. 

A 

Si X »< 0, alors vn *■ - ce qui sst contradictoiio (52 em converge) done X * 0 if V = Lim Vn * lint U Ti . 

+« n n-^+<» 

■ Silases Y' diverge etia wV i^i converge, on a lim Vn = Vel li.m ttn -+’oo, cfou lim nm = +cc g 
ce qui esl contiadictoire a™ec(12 ^ converge). Done, si la serie Y “n diverge, la skie Y *** diverge aussi. 
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Esiefcfces 



Ex 14 

1) Etude du cab par lieu lier : iin = , ut R. 



n 



Pouruc 1, ]T Uq diverge et Un - avec 2 — n > 1 done ^ uq COrtvertje. 



Pour ii = 1. £ diverge et u n = dene uq diverge. 
Pour it > X, T. un converge et 1 



si l c ft < 2, ur, - — ^ avet 2 - a < l done >*1 diverge, 



•« n 2 "“ 



si ft = 2 r Vn ■ g done ^ t-n diverge 
si a > % lvi ^ l done V uq diverge 

+oa 

L'&ude do cet ecemple fnwrtre quo Ton ne petit rien dire do £ vn lorsque ^ u n diverge. 
2 } Mwitrons que si ^ usi converge alors un diverge. 

Supposans ^ tin ei uq camrgeflta, 

1 1 -- Pin j, , 

ue wq ■ u on tire uq.tvt ■ m 1 dou: 

1 + fl liq TV~ 



v/TEiTiAn = — 3 — ' - - - (car lim uq = 0) dortd V t)q diverge, 
n 4 -t: n n— 



Or y/u^ -s ^ (u n + uq) montuG, tfaprts le critere de domination. que V /luilv est convergente. 
On a ain-si cfcteng une contradiction, re qui pemtet de rondure £ la proposition anrignote. 

Ex. 15 

!t 9 

Pour cheque n e M ' „ r j n est la sonune do la s£rie de terme general n^C in ) * ^ detini a panir du rang n . 
Comme o^n) - la s£#ie esl cwmergente. Comparons u.-, & une integrals. 

ft-r+jic- 

1 n 

La function p : etanl continue et dkrtissante SUr ( 1 . 4-xi [„ on dispose do I'encadrOffient : 

n 

tk „i 



r** 1 ef n !! f* cl, 

L "t 



l existe. 



r ® e i f n]*™ 

n— q-dt = -f' *a- 

r L J (6 

. . p™ <■* . £5 n " e <?* . 

Doii j n— 4( ^ ^ - + / n-g-drptns*- 1 

J Jl t L-_m ^ ** ** ^ 



^ tin ^ £ -].+ -. Airtsi tim Un=e— 1. 

n n-t+oa 



Ex. 16 



Ur, 



Le uitere de Cauchy applique £ la sene cu-ivergeme V niontrf quo la suite de terme general 1 : 



On = 



V — 

i-- Jt a 

Converge vers 0. Envisa^ednS alum, deux ca< selun le signe de u. 



1} Sia>O r rt-E^^ 



lim 

q-4+?g 



rj - E - 



(!) 



u* 1 „ 
^ = 0 



3 opy rig htedj^^eri a I 








Chip Si 1 . iiLriinqun urn rtCtofMei 



Ort a r por ailleuft, n-E^^| - ^ (car n - E ^ *= 5 ou ~5~)r dont : 

~-«i 1_a tJ!n st lini n 1_<1 u^ = 0. 
\ £ J 1 n + £ £ n n.-v. 

Z) 51 a *: 0, rt- ^^jjljn a 

Ex. 17 



u* > 0 et on conciut de la merw maniere. 



Posons un = fn un - tn u rc i„ [n ?■ 1J, mi a alors : 



/ LLn \ 

Wti = -Cm [ ~ - I 

Wr,-1 



^ ^ 1 {tar -■-—- tendwis 1). 



«rt 



Ufl-1 



E c! h er E 



Hrl ~ «„_! 
Pn 



soni dont dfs series a (em»es pwtif* cfe meme natwre- 



Par arlltur^ ^ =t tn. Hu - fn uo done E >*i «t divergente, et 11 w esl de mEroe pour E 



LLn: - U,,-l 



fell 



Un 



Akut, d'apr^s I# thEorEme 13, on a, quand ji tend van -mo, V — — ™ ife ^ friun. 

kml ^ W i(.| 4 “ 



Ex. 18 



Sn-1 



1 11 

1 } On a Lin - 2k + 1 ' ^ dlkrois&ance de-/ : ]- £,+ae[ -r ft. ^ { - I donne, pour tout l: 

fcvi 

f dt 1 f k dr f 3n dt f2n-i dt 

j k 2i + 1 * SfcT 1 " j k _ j 2i 1 1 d 00 j n 2f + 1 * * / M it + 1 

1 , /4n + 1 \ I. (An - l\ 



c J est-a-dire 



Onendeduit 3im un = 7 iid:£. 
n — >+00 2 



2) On a [up^! - up) * f - Lin, eherdvons done un Equivalent da le^i - un. 

p*n 

1 1 1 
M * +1 - ^ = 47m + 47m " ST7I 

l 12 2 

done, awee * =* 4n + 3, Ufn-i ~ «w = j— j + ^-j-j - - - -^-j — — et u^i - un ^ 



1 



■+™ 32n 
■n +1 



. . i f dr 1 1 1 . . 1 dr 

(n + IT /„ I s n 3 tn + lT*»n 5 I 3 

et le DNSorEme de soaimation ocs equivalents pour l« series positives corruergeflla foumit : 

+DO i f 4 ® jtf 

7 - 



p-n 



Foil finalement f - ti n *- — — » 

«° 64rr 



Ex. 19 



1! Av Kw .-4.», a 5=i.A + >r’,,-5 +0 (il 

n P Lit! \ n) n \ n / Un tin n \nj 

Si p - a m 0, I existe F](| e Mel qme pour n ^ Flu, e^t du Sidne dfi fL - 

tin IVi 

Lorsqua u < l r p*ein*ti4 p = l r alort E **t diverganta el -^ L - s pour n ^ hq mtmtre qu^e E ct ™ 
diverge eqalerrte«t. 
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Unique (i > l, prenanfi (S = on d alors l^pca done un converge ef pour otij 



montre que Y .u,, converge egalemenr. 



Ufl Mu 



2 ) Avec li„ = n— , on a 

n fir n 



H n»l 

Um 

1 






SI Wn+l) = (h n+tn (l + i) = tn n4 +0 -(i) dtmne ^ t+« (i). 

done J*sUi_i + o(*Y 

rtn n In/ 

En consequence, lorsque u = l r on peut oussi bien avoir affaire a unc seric tonvergwte (c'estlecas, p^r exernple, 
avec ft = S) qu r i u ne sene divergence {e'esr le cas par exempt avec a * i), 

3-) On a id « ,/n sin -!- + D'apr£s h rteultat prdc£dent ^ un dhrerge* 

Ex. 20 

La suite (u n |- v est cfefinie car itn est le reste d'ordre rt d'une serie alremee verilianl le criiere de Leibniz. 



On salt aussi quit un est du signe de sem premier ferme ; lli ■ ( - 1 ) n | nui et gw |«n I < 

En consequence, la stoie ^ u R est absolumenl convergence, 

Calarlons : 



n 



.v 

pL=J 



e(e^ 

n=l \t=J| 



+ ^Ntl 



N cjjlt / k 



- Wu n+i + Y1 ~zr [ £ 1 

fc-i Vn=l 



♦ y 



\ i-tf 



k= 1 



too too , jJi 

tomme Lim Nu.v+i ±= (X on a : V' un ■ y* , ^ - in 2, 



?i- 1 



*r=l 



Ex. 21 



i 

On ceil que pour (out x F R, la sene eil convergent!: el a pour Somme e*. 

+ 2 J 1 (-l} k / 1 \ x 

Persons ft, s ^ . F^ n = ^ ^ , il vtent : i&, = (e-fti) [ - -fljtj - 1 ■ --1^- + HnR*' 

fc=rttl ' fc=n*l " ^ * 

111 1 X 

PensarquOfis que pour taut k £ on a , f| + . (I en resulte 0 ff N ^ ^ — c'«t-£‘dir# 






done |j?ri| * tfn < ^ ■ ef pour n S» 2. | »e R n ^ . 

Ainsi les trois series Y ^ fl{i et ^ RflUi! son! absolumertt convergentes et il w est de meme pour «n. 



Ex. 22 



I 



La fonrtion m,- ainsi defmie est irisiblement paire, et on peut done se limiter 



Pmoni - irsara 

ai? 0 . 

Pour x = 0, on a un(0) = 1 done Y un(OJ diverge grossienement. 

Pour x > 0, lorsque n tend vers *-dc, on & : u n tx) - 4*” l2n+ llK et La stole giomtorique ^ c~ 2jlt etant convergent^ 
la regie des ^equivalents donne qu'il en esl de meme pour im i>». 
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J Ciupibe 2 : 5bieinitii#*fueS'iMi wtlortHles- 



4 £e --f 

£n pqsant r = tr"*. mi nbtient = j— r fit une decomposition en 4femenb simple donate : 

ti + Uft+o"®*) 



“■^■lEiTri-^r-TTTK' rft4 " l * n lWjt) ‘ ^ 



1 l 

e^+l t ? n + m + i 



+OQ 



Pourxs- 0 , on 0 Um e 34 1U ■ +-xj d mi imfx) 

It-HHxS ' 

ji=o 

«e +e& 



shx 



(i- 



link 



n-^+m gSru+ll* + j 

TW Tl* ^ 

Pourx -i a d r aprte la parite des uh.ms^ un(x) = ^ un(-x) - — -r— * 



1 

ah x 



n-'D 



71*0 



Ex. 23 



+CTEJ 

1 ) Pour lout iG C tel que \z\ * 1, la serw Y ^ e5j absolument co*wergente et ^ V* H | — - - 

p=a 

Le theorems sur le produil de Caucty de deux series absolument con«nqentes nous donre done . 



_ f tac \ / +oo \ *do / n i +-3C 

YTJ?- p 

\prfi / \tpfl / n=0 \r=f / n=fl 



2 } Sait D le disque unite de C l D = {zEC/ \x\ < 1} el pour lout n 6 *1 : 



tin i D -* C, I* 



rzz 



iTT 11 



Pour tout i E D, on a \ante>\ n \z \ 11 et la sGtie Y n 1*1 " converge d'apres le crittre de d'Alembert done 



n— 



V uni.ii esl absalument conuergtnte te qui assure ['existence de : 

^ iia n 

/{*) ’ f 

M 

j *a£i +a$ +ao 

Pour tout z t, D„ on a - — ±7 ^ ^ done fix) = ^ nz nlpt] ' ce qui amin* k consider la suite 

double ^ne nlJwl 'J 






ri=»i) p=0 



IHJIIEN 3 



Pour tout z Hint dans D, ta s4fie de twin* g*n*ral xp - nz n(fft11 corwefqe absolumenl ei 
i/n ^ J! I^pI ” | — ; — p| ■ Afore requivdlence y n - rt |x| ra montre que la sirie Y yti cst convergent*. 






Dans ces condition^ la suite double (nz t!lf,,u J estscwnmableet on petit done intervene las summations. 



d"ou : 



D'apres le 1 ), en posant v ■ 1 , on a 



■ A.J3IQ ^ 



+9? 



fM) Jt-tl 



T , T‘_V. T UUi 

n x'*' p+ ' t 1 a- n = u rt u n ~ 1 ■ — — 

r. .^1 n_ I 



^fnhmeiK /(*>= 

p-0 



n*fl 

+*: J»1 



n4 n= I 

*« j? 






>py righted m ; 
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Eicfttri 



Ex. 24 

■ ^ 

On fecennait uw integrate tie Walls : J n = f U - f a )Pdl = / ^ ain 2r, * L xdx. 

Jo Ja 

2 jjl (n 1 ) 3 

La fomuJe de recurrence (2n + 1)T« = 2?d n _ | conduil a *= + d'cu, avec la fonnule de Stirling ; 

dvr Jit 

In ~ tUin ~ 



-t-3= ZJ n +-3= _ n+ 



1 J 



2^5 



Ainsi V tin converge si el settlement si a > ^ , 

Ex, 25 

*n " 

La fotvctioa fa 2 etanf croissante, on gfctient ; / fa 2 xdx ^ V’ fn 2 k / fn 2 xd*,. 

A * 

all y 1 ?! jf?I+I 

CakulonL / fn 2 *4# > n n . — 3« fra u + 2« — 2, M en d£duit / fri^jedx - / fn^jcdje - rifn^n, 

J i J i i *» 



fn 2 n 



tfou : iin ™ — — r . Finalement 5"! «n converge si et seulenent si a * 2. 

-kx n fl_t 



Ex. 26 



3n 



Fomnons Lr n = V ^ = jr ^ 

Je- 3 V-fl 1 1 



L ^ 

Pour a > l r ia serie ^ ^ converge,, done ^ lim. up, = 0 ; ^ cm converge avee ^ cm * 0- 



n=i 



Pour a ^ O, Un * 2n ; ^ Mr, diverge. 

2n 2 

Pour 0 * a < l, iV * done U n » ^ n 1_ " el u* diverge, 
r** 1 di 1 f k di 



Pour 



r^di 1 p dt ., . 3n*l Lfc , V^ 

a = l r avec / — « - s / ~ il vienl trc ^ + ^ * UW « fn 3 : Lim converge avec ^ im ■ fn 3. 

* !t ■» fc— 1 n=I 



Ex, 27 



La lonction/ : *>-► e* + x est un homtomorphisme croissant de M sur R . On a done x n ■ / 1 {niet lim xn « +oc. 



n = ^ +- Jtn donne n - £*" done jr n = fn n + o ( f rt n). alors L 

**3= 

fh r* / fn n \ 

x n ■ fnln " jfrt) * fn (n. - -fti n + o(-£n rt}j * fhn ^ — * a [ — — L 
r I" tan fitn /tiin\l . fun fk 2 n / fn 2 n\ 

ss ' ■ ,n "“" I 1 - — + v = ,n " - — -i?- + )■ 






pus 



* % 

r. , L „ , „ „ , tan &r n / fh n\ 

Rnalement tit «fl - o)<n n -fl + r -r F - + 0 [ — j— 1. 

\ n * 



n 2n 

Ainsi V un converge si et seuletnenlsi a = \ et b = ~l. 



Ex 28 



( 2n H 



,.2134- 



1> En ferivanl tm = . la forraide de Stirling doone un - s rt £ 2 done lim im * +sxs* 

n:n rt— n->: 



2 ) Un devdoppement limitedonw frr cm - fn u, t _] a i fn 2 - 1 * —^-5 * o f i ] r 

24 rr \n*/ 



Copyrighledi 




erial 







_ Chdpire 2 . SMei nunrtftejues ou wcmrailei 



-in- 1 1 / 1 \ 

A I &ft, en posant un = e n, ± 2 tin ■ il vient : fn un - fn !?„_ 1 = - — * + a f -j I . 

34 j? \ n / 

D'apces le theoreme de semination ties equivalents pour les series convergences a Tennes positils, 

+™ I l 

puisgue ^ltm fn - 0, Ofl otn^m : 61 >•'« -— SoitenGOm fri Un — 24 ^ “ 



k=ru I 



'24k* 



En consequence, on a vn 



if ^ ( ") - 1- ^ etfinalwient: 

Hi-e- rt a* n4 B 



Ex. 29 



5611 ,J " s ii^x£a^ ** a ^ ^"T^T *** "" " ^ 2) 

n 

On pose Lfrv - ^ Ufc, it vient U n » l - un^n, En ^ 1}. 

k-1 

Avee ft 1 (ui^/ii] = — &i | l + — , la divergence de la s£rle 61 |^l i + denne lim tin\/n * 0 

-+IJL1 

done : S”' iin = lim IJ n = 1. 

*— i 1 n— k+co 



Ex. 30 



Dans lecas c>n ^ u^, on a un =& - - , cf ckj Vn & 1 . vn* un + — et ttn est convergent* 



Ex. 31 



0-1 



- *1 a . j 

Devpery. * ( 1 + jp ) s& r m ttduii * [] (1 + — )s,. 

k-'Ll ® 

1 * M 1 

La serie Y ( 1 + j elant convengente, il exists A ■ n( i+ 3) * on a poor tout n E M Sy. n AS 1 . 



la suite iSii. est croissants et, pour tout n r il exasle jitd quo s» q done Sn * %• ^ ASj. H en risulte que Y 
est convergent*. 



Ex. 32 



Av« 



Sn = J Ofer On a lim Si » +OC> tt Un ■ 1 - 
rt— *+oo 



b-U 



S„-l 

Sx! 



Si ^ ne lend pas vers 1, la s&nie Y u n diw*ge growierwnenl 

a ^1-1 tenc j vers on a - _ f n m fti - fi- . Of ir ~' J ^ 

-KW Si Sv. _ ■ 

k=l 



^ on 

SI tend vers t, on a m - - fn * fti - . Or V' fli ■ ■ ■ ■ tn — tend ve« +oo r done Y u„ 

on +ot 5-1 Sn-i " '5fc-i ^ 

diverge. 



Ex 33 



Si Y y n converge, y n lend vers 0 el i partir d r un certain rang, 0 * ■■> tin done Y converge. 

Akrs fti cos un. - - -j- donne que Y ws tj#i converge et puisque fttcos Un r fn n n - fn on^i, la suite ( fn or,}^ 
converge. C'est contradictoire done Y u n diverge. 
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EjcfrtidS, 



Ex. 34 



la wile [un) s + est imlledgnc u n converge. 



iix£R\ ttZ, a partir d'un certain rang ng, oo a 0 * - ^u, 

rt , 

■ pour x > 0. Id sine est de signe constant a parlor de ^ , 
r pour x ■: 0, la sene es! alienee A partir dp rc, ; , . 

Avk lim — '' t - 

pas vsr* 0 done ^ tm diverge groivierement, 

l 



|x|, on voil que pour \x\ < 1 la s£rie est absolutnent convergent et pour lx) > I, un oe tend 



Dans la cas ou |x| = l. [ormons fn '^1 - ^ £n jVsin - . Avec fn k jLi.ni ^ on voil qua la sen* 



Jc-= 3 



(n jVsin j| j converge, done fn |u n | a une limite reelle f et \un\ tend vers e* *0. 
II an result* qua V Li,, diverge yrossier ament. 



Ex. 35 



Prisons 



| 1 + — ^ — L 



, {-l^ 1 1 /IS 

on otrtienl : LJp = — + o j. 



vp est de menne nature que ^ £ n done convergent si et seulement si a >- ^ 



Si a > n,i afate Jt > 0 tel que A » lim u* 

* sn-H-^c 



■ Si 0 < u ^ pr 4 Lim Un = 0. 



Niveau 3 



POSOnS On = 



n + 1)’ a„ /n+t^ nbl ( l *i) 

— r — r pour lout n s l r on a t a [ * <? V n / done; sachant 

m r On-i V n / 

/ l\ ] „ . On 

frl 1 + - « - r ll viont — — fl£ e. 

\ n J n On— 1 

o' 1 a + 1 

On en deduit & TT * e n , done a* ■£ e n elemfin « e. 

fl P J-L oit-i vnl 



(fK 



el coirpte lenu de la 



i / " \ ™ e / " \ A 

En ecrivanl c^r (n l m | , I'inegalite precedente donne i un ^ n + ^ 

relation entre moyenne geometrique et moyenne aritfiine!*que l.qui pent w deduire de la concavite de la fcnction fa), 
il vient : 

,4 

1=1 

n n k tut n n j 

En consequence, tuna; — — — c'est-A'dire V n « eT e m T' — — 

Jl-L kml 111 t-| kmi 

j ji / j j \ j | | n ^ 

Akirs. de > — — — = > f - - - — - = rm deduit ; e > m =£ e > w et la 

I, fr lc+ 1 / ( Jl + l i ^ 

Ic-r kmi \ / 

convergence de la sent tvi , a tenmes rMs positifs. en resulte. 



■l> 



hi 



i-t 
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ChapiM 2 . Sere* £hj wKiBfleUfi, 



Ex. 37 

1} EcrivQfflis i\i s - R n )fl“°,.atara ladfrmissarKadeje *-* je _, “ r i![a »QJ, donne : 

[f^-i ~ * /*"' *"■,!* done ^ ^ ^ (*£-« _ j^-), 

JRn 

Fureque 1 - a * 0 et ^ Kn » 0, la side de terrne g4m4ral uk = ^1“ - tf* - * est convergente, 



( ^ uOcl * fii i“ - * tend vers R quand n tend vers mc), et I'inegalrte 0 ^ vn * - u£, donne 

k-Q 

la convergence de Vn par application du critere de domination pour les senes a lermes posilifs. 

1 f ^ - 1 dv 

2 ) On a da florae wn = [Rn-i - Rn) * I —.done: 

«ifi * u4 gv« u4 = 01 Kn-t — Cn fin 

La sene ^ uh est divergent? car ^lim frt Rn » -oo done u*i diverge 



Ex 38 



[tin) etant decroissante, on a, pour tout nGN, 

(jj" +1 - j> n ) Mpm] < Wjy+l + ^+3 + ' - r + UpnM < {j/ 1 ** — ft™') Up*, 



d'nu, pour tout N E N. ^ ^ +l - ^ “k * XI (■P^ 1 " P^) u p" ■ 

i'i-0 k-2 ii*0 

rt rt 

ftiwn* pour fi > 2. ^ et V q = y"fi\ „ 

K=2 fie=0 

La dorAle inegatite prfcGdente s r £crit ators |^1 - i J (Vn + j - ui) * t/pjYn * tp~ l)V,t. 

Si ^ l*i converge. on dfeWt de ( ' ] - ^ j (V w+1 - H|] •£ Up*.-, qua la suite ( Vr ) e$t md|urte et done que 
P^upf converge. 

Si Y[ un diverge aNsrs lim i/j* > = +w, et on dldurt de t/p,» + L iff— 1 >t/ n qua Lim Vn/ = +» r done Y p n Up 

W— t-H?a ^ * N— p+sjo 

diverge. 

Application : pour u™ * —? on a p^up* = — r -j- done ^ un converge si et seulement si 

niAin) a (Ihpr n 

converge, c'est-l-dire ^ > l 

Ex. 39 

It ft +OC. tBO 

Pour n € M’ , posons tA t a ^ u* , Vn m ^ , et lorvque ces series soot convergentes, U - V u^ , V - ^ 4 ^ . 

Jf=l k^i 

2ft - 1 1 mftk.nl | 

On a alors V n = ^ 0*^ avex ^ ^ - . 

*-l W7*n ^ , „/k\ P 

p*k*2p~l ^ AtE (lJ 

1} De inP Pc nJ « k, oft deduit : 



Je=l 



k=l 



k-El- 



Ok 



—(f) * + E (l) 

en rfstilte Y n « 2 l 32 n ~ 1 . 



done a k 



1+E ls 



■ 2 . 



120 
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EjiW-'-itcij 




- - [ k - e [ ^ H done ajt =■ j 



Si JT un est convergenie, on a VnEi^,^-! « u done v n ^.Hu. 

(bisque Id suite de ses sommes paitielles «t majors, la serie "V u ra , a tennes r£els posilifs est converge nte. 

^ 1 1 / 

2 ) Pour 1 ^ k ■== ri, an a a* - ^ I * 

I 

Tenant compte de V n > ^ , on obiient V' n i= ^Un t Cest-ii’dire LW * 2¥ n - 

*>i 

tomme au 1) r il hi results t[ue la torwefigefliee de V u n implique celte de V] u*,. 

3 ) On deduist tie t ) et 2) que lea deux series sont de memc nature. 

Ex. 40 



On a — ; -3 — - — - , done d'aprfes la rfrgle des equivalents T’ iv, est de meme nature 

nfnnth(n + 1> fin. it £h(n + l)' K * ^ ^ 

que iDn avec uj* ■ ^ ^ ^ j frtCfcr + 1) (il s'agit bien iur de series, A lernuK pesilifa}. 

n * p / i \ 

w " - 51 “•> = £ £ ( 1S5 - -(S?7T> ) ntl tntt * 11 

p-2 p-2 It- 1 \ J 

w„-« 1 *,2£^- w^rrij + E** Wfc+ "E(t^ - 7s?n)) ■ 



Farmons 



frip (nip- 

JS*2 \ 

1 1 

L'introductiM de ^ t . trouve sa justification dans ce talcul, car on a : 



On a dooc Wn 



v / J. i \ J L_ 

^ ^ &ip " fn(p+ 1> j " (h k l> ‘ 

Ul ("O " Mn+ 1>) + E H * * ik + n f ^k “ tfUR+1)) 4 



ei II en rfeulte puisque Ik un sont positiFs Vn. ^ 2. W n « [ £l + ^ uk 



*=2 



fnik + 1) 
thk 



£n,<k + 1} 



fn(k + 1) 



Or H b " ~ Uft , done V % — (nk converge (rfcgle dK equivalents^ 



et avre 



»•£ 



»k 



k=2 



Mk+1) 
fin k 



on olrtienl Vn * 2, IVV, * u x + $. 



Puisqw la suite de ses sonranes parbelles esi majoree, Fa s4He ^ Liiti F i ternsK positiK Kt convergent? et il en est 
de rrtltne pour ^ en ■ 

Ex. 41 

■ StHt/lRn-R. x^X 1 , la suite ( Sn ) N est (Minie par 1 [ et j^ + j =J (**) . 

On a/ (1(3. 1 1) * 1 1>. ^ | et pour xe]0 . 11, /{*)- x < 0, done la swte [j*m) ^ fflt A vateurs dans I fl r 1 1 ei d^croissante. 

Etant decroissante. minorSe. eHe convHige vers f e jo, l| et puisque/ est continue sur |0. l]j i vtrilie t ■/(() 
c r est-i-dire ( = 0. 

I 1 1 



• Formons 



AWl Atn 1 - in 



Quand n tn»d vers +-c, on a -7^ ]- - l r done le th^orfeme de sommatiem dcs equivalents pour les series 



J£ti 



divengentes a termss 



/ 1 i \ j 

positifs donne Y’ j 1 - n, d'uu — - n. 

sW- v *■ 
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ciidpi'.'K 2 . Shies numeriques uu MtlerMH 



Formcns -en^uite — — Is j 

Xri +4 



Quand n tend vers *do, on a — i— — ~ - i -- ^ 



^ done aussi -i’ - 

n *fi+i »< \ n / 



A I g r, =- le rr t me theorems ddnne : 






dfo£) 



— n- j JhfL 






II reste % montrer que ■— - n - in n a une Irmite reelle quand n (end vws +x>„ On consider* pour tela la serie de 



lerme general : 



iln 



1 - 1 - 1 ^ 



*Jt+l *»l 



( 1 + s)Tr^- fa (‘*s)- 



h l ^ ^ JCn 1 thn /tan\ . tan 

De — = n + tn n + a. Cn n ). on dfeduit -z — - - = n- + o — *- I a £Ju i*, *- , 

xn 1 - J&i n „» \ n ./ n 2 

| , pe qui prwjve la convergence 'Je V yn done aussi de la suite [ — — n-ftjti | . 

* 3 / 



Ainy on a tyi = 0 



Ex. 42 



n / 

Etudions la suite de terms g&nfral P n * TT f l + 

p-i \ 



Vp 



%re— 1 



On a Tp— = 1 + ; — ^ — *1 fr, . 
r -i 1 v n “n- 1 



P " <_1 £- *♦«(;;*) •"■" 

(^n)‘ 



torivons In 



■ rt-l 



~TTi.* Xr ' 0U Xn 



+ 30 , 



^Fl— 1 

+ e?[ — y* 
f n \nvfJij 



1 

Los series Y' — et V; — wjnt convergent®^ dome Ym aussi, Alcrs cwnpte terwi de 

m X rts ^ if 1 ! ■ -■ r i 



7 T 



n^tt 
n 



Pn 1 r-’ 1 r-’ l v 1 1 ii t 

K =3 fit =3 K=Z 

Fteons done = Pn ^n et forntons fn ^ — = In ^ ^ In l — — ^ + jot + — j J - 



(n Q n — ta = Xn + P ^ -j J esl le lerme gln^raf d r une sirie convergent^, done la wile tt -+ ta Hu converge ; 

lim ta g,. = jj. et lint = e 1 *. 



Airtsi f|, ’ -=*t u„ - , 

n-*+-rc v^n 

n y, 



n— k-kki 

^ i 

La sen* Y. un esi converge si et seuNment si * 



Ex. 43 



F „ j. Bin i/k + __ . , b t r , , . tata -/x et sin i/x 

Soit/ : jt-+ — -p , — /estttedasseL 1 sur [ 1 ,+oojaMec 



T 



2 *^ 

e 



. .tit ] 



j I 

Comple term deu+,r>l et a + l>l r la majaratiom ; « — 

2 *“ 

— In — “ 

I ' 



T + —rr d«me que/" esi iniegrafale 
2 x a ^ x 



sur 



Un est 



jbsdument convergeute. 

n rk 



Formons alors Sn = ^ j aj ^„ v f j* , le changefflient de variable x = ifi demrne ; 



•/t 



h -2 
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Einuori 



Sr, *2 



v'n 



Si r'l, -V 









puis u nt int^graikin par parties : 

Sr, ■ 2 



K>s* 



-i v' n. 



7=* 



— 3 T 3 b — 1 ) 



J l 






Cflft Jl" 



$n =r 3 COM - 



2crtfi i/n 



5 X 

i/ri 



2« 



■dit 



- 2(2 ,r - 1 ) 



,°-5 



COS JC 






■At. 



COB V '' 

Cnmpie ienu de 2a > 1. la fanetiw g : x *-* — %-- est inleqraMe sur [1, +oo| (car IgCxHj * - i| en wulle que 



Lim SnOdsteawc lim Sn ■ Zctw 1 - 2(2 & ~1> / p . On a ainsi prouve l-a convergence de (a serie dr? 



tenne 



f 1 * sin sft 

g^n^ral wn= J — 5 — dr et finalement un *= Wt - 1*1 est convergence, 

Jn - 1 r 



I) Av*Clvi = 



— rj — tt. on obtient * l 

rt(&i n) a iff, 



1 a / 1 'i, 

rl ~ r(W« + ° \ nftin ) ’ 



Si f est reel, on post a ± fn f. On a stars fn { n tn — done (n &i — — \ = +o ( -J — 1 

\ Urn-1 } ft? n \ Urwi / fcin V<nr?/ 

, ‘Jre+l , i G / 1 \ u*t+l <^*1 n— * / I \ 

r Un n ntnn \ rtfrtit/ ^ (Jn Un n tn n \n(nc/ 

Dans le cm f > «?, on choisit a Eel que l * u ^ a et on condut avec le fieocwie de ctHnfHKaison iogaritfomique, 

( \ 6l fl / t \ ij 

n fn ^ f r( Cri; -^- ) implique ^21 « on 4tend la condition 

^+ 1 / V u»u! / «n 

prEtederilE au cat. I = +oo. 

Dans le cas f ^ cr, oni dtigisit n = l et on condut dt mfene. 



2 ) A vee m 



Ex. 



7 n r cm otrtient lim 

n fn n( fn tn nr n -t +oc 



(-1J" 






at it 



= f quel qua toil It reel |i. 



U sirie altemee ^ -serr verifie le tritw <k leibn«. On on deduit que ]T u n esl elta meme urn? sine allernee et 



l +?C Jjt-Fl J 

qwe ; |urt| ^ -5^, On a |u n | = ^ ■ et en posant/u> = il vient : 



fc=fi 



4 .T^i 



| Un | - I LCn+ ] ! - J(n + 2k) — 2ft n + 2k + 1} +J'(n + 2k + 2) r 

£n vprifia nt que ( esl LunvpxE tut 1 1 , +-.t| Cn'i tn did u il qut j l; r [ — | ^ \ \ ^ 0. 

Done la serie ^ un verifie. elle aussi. le critere de Leibniz 



Ex. 46 



E f-lh" nr 

5 = - 

2 n + 1 4 



JLJiO 



1 i-(-irV nt2 



1 ? k .. . A {-If f 1 1 — (— iV 

En rwiarquanl que + 3 * / jc dc, il vieflt : Sm = 2 ^ 1 = / 

h w*a + 1 + 

,1 ^lnt -2 fl ^ ^ 

puis 9< I ;rdj£ « / jc 2nt2 djc donw lim S. c =a / r = -7 ■ 

Jb IL + x 2 Jo FW+ * /a 1 + / 4 



dr, 



G opy rig hted Mflteri a I 







Chap Ire 2 ■ Wiin njni^iuLei ou nWSSfleiteS 



R (-l) k it f 1 x a "* 2 

De pluson a T" - — - * - - Rn a vec Rn * (— l}"* 1 / * dx. 

^ 2k+l 4 Jo 1 + * 2 

LI visit ainsi un = £m ; tan f ^ - R n ) et ai/ec un d$veloppement limits a 3'ordre £ : un = -2Rn + o j , 

j-1 jpn+2 

Avk fin = (-l) n41 i r -d*, on vfrifie que la s&rie allemee EKh converge dfapnes le trit^e de Leibniz 

Jq t + 

D'aum part |fin| « r— ^ donne ce quE prouve que EHj? t est convergence, 

Finalement XI tin converge en tint que somme <& deux series convergsntes. 



Ex. 47 

1 ) Avec - 1, on a jVi 



.fln+lJt 



1 - e 



■rd'ou |A rt | 



. n + I 
ain — - — 9 



am 



A 


* On pose M - ■ 


L6 
em - 


am - 




2 




2 



* M 



2 ) En rempla^arrt tP* par dans ^ - ■ - , on ubtfent la formule annonoie. 

k=l 

Pttisque ^]im ^ = 0, la serie Y ^ ^ ^ J 1 J est convergente et la majoralion 1 

“ vdw) | * M (i r “ tkhr ) 

■montre que la serie X! At ( pjjr - {k+i'f ) conver 9 e egakment. 

Aa R +OD 1 I 

Comma da phis lim il exist ■ lim V u k * -1 + V' A k I -g - — — x ), done Y 

t-l Jr»i 

est iTP®iV¥rqBint , e. Avec I un I = (in est absdumertl odnWngenie $1 El seuiErftent ii □ > 1. 

53 On a = Re Ufi et u> n ■ Im rdn done XI on & XI sont convergentes et pour a > 1 elks sont absolument 
convergentes. Si 9 £ R\ it Z, pour 0 < a « 1. eaivons. ; 



COS- mb 



n 



4 

COB riH 



n 



'2 n' 



1 oh ZnH 
+ ~2^~ 51 



ain n9 



■* 3 

flirF n9 



n 



I 

Zn 0 



con ZnA 



Puisque X]) -V esl divergente et Y — ^ tt '■ convwgentt on en d'eduilque X^ l L, nl et Y 1^1 divergent. 

f|] 



Ex. 48 



u v 

. coan cos n /cob n\ , coan ccaSn 1 / 1 \ 



coo n 



cos S rt 

Les deujt series Y -^7 ir et *Y ^ nt OWH ipm 51 “« Kl ^ Fi^me nature que Y &,/£ ^ nt 



converge si et settlement 51 a > g 
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Chapitre 2 : Suites eE ‘Am-, Jm 



luntliuiiL 



WafMiiu 

Dans iwt ce chapirre, on consent que ; 

K = it Oil C, 

A Kt um pdriie non vide- d' unu espacc vcctoiicl normc £ 

F st un ifo-espace vectorid fiornkr de dimension finie done complete 

&iA Ft St I' spdLe vecturie! des applicatiuns de A dans F SGiiauSSi ,FiA r F) = F*, 

m.A. P) «si I# sous espdte de #tA, P) tonn4 des applications bornfes. 

In approfondissement, pour !s etudiants de MP\ Is rtsultals de ce dwpitre s'etendent au 
as oil F «t un espace de Banach de dimension quekonque. 

Comme F designe loujours r espace d'arrivte des fonctions etudiee*. et qu'en general F * R 
on Q. lu norma de F sera notee | * | „ 

A loute fond: on/ € r+i A, Ft. on associe sa fonetkin norme nolee |/|. 1 1 s'aqi: de I'eJenent 
de &[A. Sj tMfln par A -t It. *■“* |/"it je )| . 

A. Convergence d une suite 
ou d’une serie de fonctions 



1* Suites de fonctions : modes de convergence 



i H fc 

Lj rwowi dt surti a va- 
lours dans; un estate »ecKuiel 

demt Eit dtquiir 



Suite de fonctions 

Une suite de fonctions denies sur a a valeurs dans F «t une suite (/ n ) de 1'espace 
vcctoriel 9fAF.K«v 4l> 



f ■PL 

On dir vsoellement qua 
id -suite i/nk cun verge sim- 
plpmpnt -AT A VW> la fiw 
tin jT. 




Delinitum 2 

CnnvergEnu simple d'une suits de fonctions 

On dit que la suite de fonctions (/n). de .iHa.fi converge simpfoment sur a si et 
seulenwfit si , pour tout re A, la suite (/„<*>) f converge dans F. 

On appelle I imile ou Jimite simple de Id suite ( /.,!. ' ■ 1 r la fonction /' de r\,A, F \ definie 
par : 

/ : A -* f! t — iini 

n-^Mo 



F.xcmplcs 

1) A=KUI./n (ti®,1/ 

La suite (/ n ) N converge simplement sur (0. 1] w*s la fonction/ definie par : 

/tir)-0sU€|Q. If,/(J) = I. 



2) 



A m [0. l[,/ n n^l - jr> (fig. 2). 

Pour itmrt x e [0. 1L d r apres les regies de comparison des fonctions puissances it ejipo' 
IHIlkllliL on a lim r\ 2 x n =1 0. 

PI— 



On en deduit qoe la suite (jf,) converge ^implement sur [0. If vers Id fonction null? (de 



MC.lLm). 
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InMpn (f inf suite mi d'uw swe (If fimtinnr . 




CS| S'il tm niceisaiie Jf 
fn*fiSfi A. o*i riuleid : 



jHEA 



4 dn dim encore que Id 

iiilE , k, camenjE milnr 
memenl sur a wm /, 



'ft: ' ■’’* JiatEf que- Ten L".il vr 
la jn lyigaqc sanpWte pu- 
qu'rn Io-jIp rigupur f budiait 
dire que c'es" H suw des res- 
(?icTO [ is/ n! n qui cunwge 



I* CL 

^ li ewcrt, il ffi re- 
sume que la suite de functions 
i/nk. emerge supplement 
sur A uers/ 

Dans la nrar^jt o i presque 
eiKlusjHnsntifTairt i des 
parties A ielta sm tout <*£A 
.uinv-T cn vciiiriage rHabl V 
compart On (wuna akus p«ar 
ler Lie Lurii'ErgeiLE umlurme 
locale sw A. 

De relies parties, A sent dnes 

hulnnnit rampartes 




fft, 1 1 'Ptwf Imrt -segment 
SC 10.11. IWta*«up£Gfl 
a SC lo.nil done 

lim ||Jt-/|i=0 
n — »*cpo 



3) tx-*-# ** (fig. 3). 

Pouf jc ^ |0. 1 [, on a lim xT = 0 done lien fn\x) = 1. 

It-**OC n.«4i#OD 

La suite (UD)^ est constant# egatea ^ er a done pour limite * . 

PDUrjpG]!. +oc-L Oft a lira jc n ■ toe done lim jn(x) = 0, 

1W+-7*-- rt-r+oc 

fti nsi la suite ( / n ) , converge simplemcnt sur |0, +x [ vers la ttmdion / detinie par : 
/(jc) = l si x€ [0, lL /(l) = i , /lx) s o si jftll.+od. 

Definition 3 

On appelie norm# de la convergence uniform? sur jitA. Fi I’application ; 

MA. Fj ft. / n* ||/ H* = sup l/i jr)| . 13 1 

a£d 



Definition 4 , 

Convergence uniforme d'une suite de fonctions 

On ditque la suite de functions (/). de .t H.A. F) converge unifor moment sur A si et 
sflulement si il exist# une fonciioo/ de 9* ( A. F) cell# que 1 i m || / - f n || = 0- : ■* 1 4 ' 

n-*#ac 

Hernartiueni 

1 } Ceci suppose qu'a partk d'un certain rang r , dteque fonefion / - ./„ {rr > r) est bomee et 
que la suite (/ ~/n) converge vm 0 dans Sl^CA, FJ. 

2 } Dans ce cas. pour tout jc de A 1 fix} - / ra (x)| « It/ -/□ \\x : la suite de lanctiam ( Jit ) ^ 
Converge sirnplemienl Sur A verS /, (cl. praprieEe 1 Survante). 

3) II se peul qu'une suite de fewrtions { Jn.) , de 5£A. F) convetge simpleiwit sur A vers 
/ e St A, F) el uniForm£ifi*rtt sur une partis B de A e'est-i-dire lim ||jr — /W |S: = □- 

fL-t-4.30 

ia limite uniforme de (/□),, sur B est alors la restriction, de / & B. 

CNjfmition 5 

Convergence uniforme --u r tout compact d'une suite de fanclions 
On dit que la suite de fonctions (/*). de .ha. F i converge umformement sur tout 
compact de a si et seulement si il exisle une fonrtron / de nA, F) telle qua quel que soil 
Ip compact fci indus dans A. la Suite des restr ttions f/ rl J; ; . converge unifoomement sur B 

wrsJfB‘* rt ‘ 

F-vemples 



1) A = [0.1]./ n :Jf-f 



x + rt 



n + 



(fig. 4). 



Lasoile (/nK converge simplement vere/ «■ 

™ 1 + 4jt 



Formons Jn(jf) -Jix) = 



X 1 

— T, . il en result# pour [out xe. |0, 1|, l/n(x) - /(jell C - 

ni 1 + 4 a- 2 ) q 



done HJj* -/ 1|«: « - at la suile converge umilonnement vers/ sur [0, i|. 

2) A = [0. l]./ n :jc^x n . 

On a vu p-ricetlernment que (/n) F . converge siffliplement sur |0. 1] vers la fonction/ delinie 
par /(x) e 0 si i€ [0, IL/m ■ 1. 

De/nUl -/(x) ^ x n si x e |(UUt/ rt {l)-/a> - 0, on deduii ||/ rt -/fl^; 11 = 1 done 
[ /'ti ). ne canverqe pas umlornement Sur |0. L |. 

Fworo alors a quetconque dans 10. IL ffn oblient maintenani 1/^ -/||^- a| = fi n et done 
Lim ll/n — / It^^ 1 = 0 : la convergence eslunifocme sur |0, a]. On en d^duiiqu# (/n'l r 

Fl-»40u ™ 

converge uniformemenr sur tout segment de [0. 1 1 *ft' ''' 

v i iqhlcch 



i . nr 1 

S__< L.* k 
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Chappie 3 , jiilEi el ilri« de Ifmilkrfii 



2 , Series de fbnctions : modes de convergence 



^ IW| Ure sene de fwdiwis 
^H,WI errtitremoU d*finie 
p» la dwin#e >> la suite de 
lundlions, l£,\ 



Dthniiion. 6 

Seri e tie fonct ion& 

Qn appell# serie de fonctions ur«e sens* V] ii lt de term# general ji n t , rt A, F\. 

J| 

La mite de fonctionsde terme general S, ■ u* estappeJee suits des sommes parti#|1#s 

fC=4> 

dp la serie de fonciions £ 



^ l3i l Er ef*H par *f$fi™tion 

dt Id LLr-VKigerr-e d u-ir 4 *- 
lie num^rinu* IS) wdcripif, 
y nJjg) cMKrtiqe si et seu- 
Iment si *st cww 

{tents, 

edit aussl 

+QC 

n:-*0 



___ DdfiaitiQR' 7 . . 

Convergence simple d une seri c- de lonctions 

On dit qu# la sene de functions ^ ix^; de .Fi A, F) converge tirtlplement Sur A . 

* si el seulement si, pour tout xe.4, la serie de terme genial unU-> converge dans F. 
done : 

• si et seulement si la suite | Sh ) des wmmes partielJes converge si mplemenr sur .4. t ' 9| 
On appelle srame de la serie V rt n .. la fonction 5 de hA, F' deftnie par ; 

tOP 

S : A -r F jr-* ^ rinUX *- U01 

n«0 



^.' lj! l cJlnK *41 la Suite d« 
rtsw n. 

V'jcEA. lint ft, - 0. 
n-r+aa 

j I n I 

oars efrtams cas 
on pouira lenoontiw d« 
natjCnns I rQr ' n ti r 1 1 d i rif - ■ 
fHlteS . 

ri-*l 

^ ^ 
fcwft 

+OC 

mr 

k*n 



HcitMruuc 

Dans ces conditions, on dispose de la suite de fonclwns (Rn) ^ de tHAF} : 

■+W 

Rn 1 A -1 F„ K>-f ^ ife&} 

fc=l1*l 

et cette suit# converge simplemenl sur A vers la fonriion nul le. 1 U) 

Avec ces notations, on a Vn E N P SsSn + Rn. V 135 

Exam ple 

A * [0, 1] , tin : i*-* x n - jr' 1 **. 

n 

Pour tout n E N. on a Sn(je) 1 = ^ = 1 - Je "* 1 !E *** < on ^ f r 9 e si-implement sur 

Jf=0 

[0. 1], sa fonction sorrme si ftanl d&Firii # par SU) = l si x E f 0 P 1 f el Sf 1 ) = 0. 

De plus, on a pour tout n€ N. Rn,U>s SnU)**' 1 " 1 sixe [0. lletiWl) = Q. 

LKluiilliJfl # ^ 

Convergence uniforme d'une seri# de fqnctions 

On dil quo la sine de functions V ii n de ,-#(A F> converge uniformement sur A si et 
seulement si la suite (S., ) r Jes sommes partielles converge uniformdmeot sur A 



[lehnttion Li ' 

Convergence uniforme sur tout compact d'une serie de fane! ions 
On dit que la serie de fonctions V de >( A. Fi converge uniformement sur lout 
compact deA si et seulement si la suite de fonctions ( &, ! des sommes partielles converge 
umFormement sur tout compact de A. 

Rpimoue 

Dans oe cas. la s4rie de Foncdons V u n comerge sirnpi&inenL sur A 

*.ae 

On dispose done de la fonction sonvme S : A — c F] x*-* ^ unfxj et d# la suite des 

n-0 
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lanrtitnw reslis d'ordre n : (l^) . 
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£e rfuJlat Kt ton- 
dararflal : pour pnunwr qur 

1.1 S^ri« ^ L-L-. -nswsngt 

yntonntmem Air A OP PS 
uiera bf majorer .initor 

mMWii ii'eK-i-dne ind£- 
pssdawwni de *] le rests 
R ( tJrt par unr suit* rip C. 
rne ojle. 



' 14 1 La PH*r£igef«» iwr- 
m»Je est unt noitton -qui np 
•;• ss&igue au"*a sews de 
Imicikhis. 



"■ a ' L On a wj dam dn 

ceirp et prfsWnfli que Id 
rrcip-nqi.c dr crtte impSca- 
liCr'i etl Idusie. 



CnnvrrijrfKif d'uncualpnu fuwtfritdtianctigm 



Theorems I 

Pour qu’une s4rie de fonctions ^ u* de -rCA. F) soft unifomitmenl. convergent sur A (resp. 
sur lout contact de Al r il faut er il sutfir qu'elle soft s im pleroenrt convergent sur A et que la 
Suite (Mi ! des restes d'qrdre rt Converge umfarmpnenl sur A (resp. sur tout compact de A) 

vers o ((portion null? de £KA, FJ), < t' 13 ' 

E5’ in sufflt de nemarquer que quel que soit n, S - Sn = Mi ■ 

lixtMimie 

A =[0.1 ]. Un 

Pour tout |0.1], la s4rie r[„(xl converge d'apres le trirere de Leibniz 4,ou crite*e special 
des series altemtes). Dans cette situation on dispose de la majoralion : 

x n*i l 

|J3nU)| * ^ * YYl ' 

On a done 1 1 Rn l^ 11 * -L el la convergence uniforms sur [0. l] de la ride en r&ulte. 

n t z 

Deiinirion 10 

Convergence normal e d'uite $4rl# de fonctions 

Qn dir qwe b sense de (emotions Y Un de *A, F) converge normalement sur A si el 
seulement si la sinie revile de term* general || un | * est convergent. e* 1 - 14 

Remarque 

Ceci suppose qu'3 partir d r un certain rang r, chaque fonrtion (n. & r) «t bornee. 

‘rhcortnn; 2 

La s&rie Y Un de :- 7 (A, F < est nc-rrralemert cc-nverqenle sur A si et seulement si: il enisle une 
sfrie^Tftn aterme$r^efspos.ilHs-ccinvergenteet telle que: tfnery, VxSA. JunOc>| a On- 

C3r C'esl un curoflaire immedbtdu critere de domination pour bs series i termes r ^s posltth. 



t DcJiniiiun 1 1 

Convergence normals locale done scric de fonctions 

Gn dil que la sene de (ondidAS^ de SC A, F) converge normal entont sur tout compact 

de A si et seulemenl si. quel que soi t le compart BC A, la sen e reel ie de terme general 1 1 m \ || ® 
esr convergenle. 



Comparaison des modes de convergence 

Pfoprt&c 1 

Convergence uniforme =s convergence Simple 

5i une suite ou tine serie defondicinsde converge uniformwientsur A [resp. sur tout 

segment de A) aloes elle converge simpbnient sur a. Lj " 

Csi ' C'est I'objet de la remarque de la definition 4. 




iqhted nr 



B 




C haphv 3 ; Suite? el sene? rfe faiKton? 



] 0 fetempie de la ser* 
de Uffme ghinal 

TH-1 

mantrr qjr- la n#ripraqpar de 
■:tr* v^ieatlati at fausse 
^ 1 Car F est ampler 
pubijufl rte thmsign fink. 
Ce leiuidi resie done wat 
b(i£fj» F na ui «p«e * 
Banach cnon nkeisaitemeni 
de dirifnsipn finiel. 



C'esc fc Morin 1 . 



PfopaHcri 2 _ 

Convergence normals convergence uniforms 

L'espace F efant <te dimension fink, Si one- sfrie de functioni u* de 3 h(A, F) converge 
normatement sur A a Ions ell# converge unifonnement sur A. V ie> 



Pour tout x e A. on a |unU>| 'S ;| lm ||4.. la sM# de term# general || u n ||i, (n * rl 
«t convwgenls. 11 en result# que la s4ri# ^unlr) est absolumenl convergent done 
convergent#. V UJ 

Cesr la convergence simple sur a de la s#rie de fonctions Y u " ■ 



*DO 

Introduisons le rest# d'ordr# ri cfe la secie owl le ^ II tin 1 | x , Pit ■ | i Upt || » 

fc=rt 



-*-np 

el celui de la s&ie t*e functions Y Hn- Rn : A -* F. x <-* u*,-i».. 

fc»n 



Majorans : 



n+p 

X! u * (x:i 



k=n 



n«p n*p 

« J] |lCtet-XO| * ^ |I Ufc ||*. * Pn p 
fc=n fe=tt 



d O0 |Fnlxl| ^ Pn , | -Rri Ij* ^ 0n et llTCl || fin | OT = 

n.— p-»dd 



Comm b la suite de fonetiarts j *<,,) p converge unifarm&menl sur A vers O. la s£ric de functions 
^ jjn converge umfonnemeut sur A. 



,B ' Gk> 5*71 rfk, guA 
udiin tfuh csian rang, 
cheque faodion hoc 
ike « qua la SuiW rtkie 

n— II U* lii rump? 
vers 0. 



Propncit 3 . 

Condition necessaire de convergence uniform? d une seiie de fonefions 

Soil Y ,J n une seriiede fonctions de- 9tA, FJ qukonverge umlomkment sur A ; aloes la suite 

de lonctions ( ii„ 3*^ converge uniformement vers 0 sur A. ^ 1 1?l 

IK&" Comm# fa sifi# d# londions Y ^ converge uniform&nent sur A la suite (fin) des restes 
converge uniformement vers 0 sur A. 

On en taivanl utx ~ Kn - K n+ | on pbtient ; || m, ||i s || Rn ||i ; + '| F n -ii |li : <J'oCl la 

conclusion, 



^ 201 Paur 0 v. r < 1, (m> 
appfiqw- la dt #«■ 
mam Cm rwurart auss irf- 
iiwi ia r4qle de d'Alembert. 



Coos^awnfic LBIlflBK 

Pour prower qu'im# serie ne converge pas unrformfcment sur A, It wffit de montreir que le 
temie g^nSrai ne tend pas unjformement vers 0, 



Esemple 

Li seme de terms general «n : |0. lj -r R« x—* n* n {t - x) converge simplerMiiit syr 
|0, 1! tarunU)*Oet pourxiElQ. 1[. ]im rr 2 un(jf) «= 0. ^ l2fl) 



Formom alore iin 




n 

j on obtient Jim rin 
n— 





d'oii L 



ll«ni|& U *i- 

E n consequanc e || tm 1 1 ^■ 1 ' ne tend pas vers 0, done (tm- ) ? ne tend pas umfc-rm-Hmenl vers 0 
et la seri# Y “n ne converge pas umilormenwnt sw [E>^ i| . 
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Umlne’-CbuiAuiiE. L'eipjLs vKhsirl $01^; (A, f| 



B. Limite - Continuite 

L’espace vectoriel norme SS (A,F) 



1* Limite et convergence unifomie 



^ C21J aussi sppcl* THq- 
rtff* de Id double Imile 



i'lEZ'i 

** Ce i&suiun iww 
enable Jdiiu l« tfli : 

£- H. a m ± 

Les aLtiplahExy, tk la 
ddmofl&irdtiofl »nc 
d l'i -i lidUve du etlsui. 



Tt^tHjri'rTur 3 

Th&M&irtE d' interverskw des limits r -. :21 1 

Soil one suiiE de functions de A dam F qui converge imikmnement sur A ver s/ r et 
aet’un point adherenl a A. 

Si thaq^e admet une limit® b n G F quand x tend vers a suivani a, alnrs fa wins 
est convergent® dans F, 

Dam «s conditions., en posand b * ]im b n on a atissi : b = Lim fix}, c'est-a-dire 

M — i-+ 4 x> jf-*ia 



]im ^ = Lim ( lim Mx) 1 ) %' 

h— p-wd \x-*-a / x -*a Vn^«c / 



22 :- 



ICS 3 Lespaoe F {en general R ou C) etant complet, montrons qn» { bn ) R esl une suite de Cauchy. 
Pour tout i€ A et tout i n.p}G ^J 2 , on a par in4galite triangulate : 

Lfntx) -JfcM ■« }fn(x) -Jix)\ + |/Tj() ~M*A 

d«c \f«(x)~Mx)\ * ||/, t -/|& + ILfr-/ll~- 

A tout e > 0, an peut assorier jt„ g Mel que : ri rig -* ||/n -/H'i; « ^ , ainsi pour 

tout rc s etp ^ n,j, on a : VxG A. |/n(x) -JpUi\ e a . ®t en faisant tendre x vers a, 
ii vient |bn - .ty| x, 

On a alora prouw que ( bn } ^ est une suite de Cauchy de F done elie converge vers fr£P. 
Toujours par inega lite tria ngulaire, on a pour tout x £ A et lout n£N: 
l/U) - b\ * Lf(je> - _F„Cjc)I + [£,(*) - bn] + \bn - b| 
done l/txl - n * 11/ -Jn 111 +■ 1 bn - 6| + L/n(*'i - bh|. 

Sachant que lim ||/ - /n lli = o et lim b- bn| = O r £ touts > 0, on peulasSocter 

n^+-iX' <t— t+.x; 

»io G tel que ; ||/ -/n, ||4. ^ \ et jbn, - h| < | , eton a pour toutx e A : 

\ffr>-b |«! + lTn,Od- hn, |- 

L’hypothese Hm/n/xJ = donne alpfs feristEnt* de q > 0 tel que : 

- a| < ti => I/hhI'x) — Ibn, | ^ ^ 

done tel que |x - a| ^ q =s |/(x) - b) <s e. El en r&sulte qu# lim /lx) = b. 



il y a id inurvrrriun 

iir f cspeixtfijr; 

♦go 

Km ri } , 

X j— ' 

n=U 



Thfi irL triv -i 



Theorem^ de la limit® ternne a terms 

toil £ tji ; une sdiie die lonctiom de A dans F qui converge uniformement sur ,i pi S sa 
fonction somme. 

Si, a eianl un point d® £ ddherent d A, chdcjue Un admet une limite bn € F quand X tend 
vers a suivant A, alors la serie convergente. Dans ces condition^ cm a : 

*ea +w +tc 



E bn = lim 5U) c'Kt-a-dire : V lim nn(jr) = Un i^Cx), 

X— X-iO JC ► □ *— 



>isi 



n-0 



n-ft 






iT-i 1 !" On applique le tlteor&ne dlnterversion des limites a la suite de fonctions de term? g^n^ral 



Sn « y] m ■ 
£♦0 
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i QwiiieJ .'kriies itsfrgid* fondfau 



2 . Cominuiie et convergence uniforme 

C(A, F) Kt r«pace vectoriel des fonctions continue de A dans F. 

Theorem e ^ _*» - s - . _. 

Continuity d'una Finnic: uniform# : cas d’une suite de fonctions 

Suit (jn) f une suit# de font Lions de CULF) qui converge umlonneniem sur A ms 

ti ' 3 ^ y Ofi pen jemdrqu® / ■ A ■ F, alors / est continue sur A. done./ t= CfA Fi. ' ~ 1 ' 

quo te 'Pjiilf-iH rntt vnlnqlp 

“ wppoMnr «uemeri * |y ^ theoneme ^ | a Jpy^lg JimitP donna la continuity de f OH tout point a de A 

nonctipn? J„ continue .1 
partir rfun c**tjin rang, 

Thcontmc 6 

Continuity d une limite uniform# : cas d une serie de functions 

Sort £ sin une serie de functions de (J(A r F) qu.< converge uniFormement sur A uiors sa 

+ X 

fonction ramme S l A -* F x>— ^ mt(x) est continue sur A done S€ d'A. F>. 

n=Q 

n 

13? Appliquer le thyoryme precedent k la suite de foftetians (Sn) N avec Sn = ^ m . 

Ml 



Comygutitce pratiaue 

La non continuity de la fondson limite (resp. de la somme] prouve la non convergence 
uniforms d'une suite (rasp. [Tune teriej de 'onctions continues. 



Pmn fi l ea 

t } Hous avons eludie precedemrnent la suite de fonctions de terme g^nlral ; 

Jn : 10 . 1 ] — ► R. x^Mx)*x n , 



{/„ ) . converge s implement sur |G. l] vers/ : 

/ : [ 0 , 1 | -¥■ H. 



si jf e ifC, i f 

si x = 1 



Cheque fonction /j est continue sur [0, L| et/ ne I'est pas. 

Done la suite (/n) fi w converge pas unifqrmymenrsur |0. 1J. 

2) Considerons la s£rie de tenme c^nyral u n : [0, 1 9 -* H. jk**(I - xi, 

Mdus avons vu prycedoniment qua telted converge ^implement sur [0 r 1 ), la (auction somme 
5 etant ctefinie par : a x ) = 1 si x € [0. !| et SI. l> = (3, 

Comme il s'agit d'une s&rie de fonctions continues sur [0. 1L la non contimjite de S en 1 
montre que la convergence n"«t pas uniforms sur 10, \ J. 

Ci 1 * iftforiroH t'Htndtnl fdeUtnuni un oas limit* uniform* imt tout f twrt/nic.f 

inch ts i danst A. 



MP 



7 

Continuity d'une limite uniforms sur tout compact : cas d'une suite de functions 

Suit (/n) une suite defoncticms de t’i AFi qui converge simptement sur A vers /. 

Si cette convergence est uniform* sur lout compact de A, afore J est continue sur A 



| A 

Mi i >a dftinrtiop 5, 
Dans le cas genKal, pour 
•j£Ji et touts suite UCnl 
de A CDiiwrgeant upra a 
XsfaiUfKt i r nev} nt 
lo compao indus dans A 
[to: j % est nntinu* (t 

/"<«>= Liuo jfCJSiJ, 

Fl— 1 + 1 *: 

La (.didcliiiMtwi itqueT 
SkLk- rtf’ L □Dminuibe dome 
dJijrs ^uf / est continiK 
to «- 



fC^v* 5i A est localemenrf compiict, **■ ' ‘ n ; d' apres le tfaeor^me 5, la restrictions de J' a tout compact 
Indus dans A est continue, ce qui assure qua/ est continue sur A car la continuity est une 
propriety locate. 



ThyuriMne tt 

Conti nude d'une limite uniforme sur tout compact r cas d'une serie de fonctions 

Soil J] rrn une syrie de femetions deft A F> qui converge simplement sur A 
Si cette convergence est uniforme sur tout compact de A a tors/ est continue stir A 

n 

B%' Appliquer le theorem# prycydent d la suite de fonoticins (Sn) r avet Sn = lv . 

1=0 
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limits - Cflfltrtiiii. L'tiifiate rtctofW ^(A F) 



Ext mpk' 



Ttewfntf J. 

’Thtofkiw 6, 



On of'Jt auui con- 
(lurf *irf If Ihhmiro H. 



-+C-L 

a ) iWtemniner rintervalle de definition de S : x—* ^ n*t- " rut J 

ft*l 

b ) -Montrer que S est continue stir son interval!? de definition, 

O Quelle eit la finfile de 5 cn +oo 1 

a } II i'agrt id d'ftudief la sinedefonctioifis ^ LCmavecun : U ->■ te,x~+n*e~'' x r 
Pour toot aSR r nous avoirs unUS > O et Um U *' 4 ^'** = e ~* , Avec la r£gle de d' Alembert 

n-nt-* i4fi(arl 

on en deduit que la s^rie de terme general untxS esl convergent? si cl seulenwot si x > 0, 
£ri consequence, la s^ffie de foncEions Y converge simplement sui ]C,+:xi[ ce qui donne 
I'inteivallede definition de sa function somme S. 
h J Pui$quS n_n ' *( /J 1 n - n < 0, 15 fonction Hj n £St d4cnH$sanie Sur |fl r +'»|, 

ll en results que pour moot a > 0, on a Vx€ [a,+3of, 0 -= u*iCv) ss u r d«>. La convergence 
de la sfcrie de terms genera! tWai donne stars la convergence ngrmale done uniform? 
stir | a, +»[ de la eerie de fonctions V tj nj ti.' 1 ^ 1 " et il en results que 8 est continue sur 
[cl+JoLW* 71 

Tour x de JO, +ft>! edinel uri voisin.-jqe de la Forme | a, +oc[ done, la continaile slant Line 
propriety locale, 8 est continue en a. Finale Tienl, 8 esf continue Sur |0. +c>gl- V-. 1 ^' 1 
c F Avec ih n - n c 0, on a dairement lim unl» ■ 0 el, puisque la wrie converge 

V-+NH 

unifunnsmenE Sur |l.+*o[ I par exemple), Ic theorems de la limilc [ernre d terms donne 
lim SLx} = 0. 

X—+ + \DC' 



Bxcmplc 2 Sort^l une a!geb*e nonnee de dimension flnie dgnt I'ynite est note* e, 

a ) Montrev que lafoncttan cti : u.— ►(«?— nr 1 e>t continue sur la boule unite ouverte i.), 



^ C(» iJwk luncTnni 

unt *ts inttwhrtes dans If 
diapitr? t. 

^ i:k " Ferme-tHHr# Juri 
e-v-n de dirwuMn fin*. 



**■'" 1 ' Capes? la rantimM 
ces 0f£raUQfls dam uce 
plgWirt ncnn*f. 



b J Montr&r que la lonction eup esl continue sur M, 

a } Happelons que pour tout iiEf^O. IF, (tf- ta>“ J s ^ t( fr , ^. li9i ' 

t=o 

■Pm»rtoutr€]0, IE laboulefermeeB^tO^rJwtun compact 1 ^.'™' de^indwsdbnsiStvlft, 1>, 
Alnrs, puisque la Mne geci Tie’r que ^ r n est convergence lorvque nr |L>, lj r la maj oralmn 
|| u' 1 1 r^ 1 , pour tout a tel que [| u || rt r, assure la tonvergence nonmale done uniforms 

sur JtytQ. r) de la sirie de fijnciiqns Y/n r avsc J f \ : u >-* u n . 

Comme il s r agit d'une s^rie de fonefions continues, ' on en deduit avec le Ihfew^me f> 
que la ionction somme est continue sur i# r <0, rK 

Puisque tout u de iSotQ. IF admet un voisinage de la forme ifytO, r> et la continuity ■ytant 
une propriety locale, on obtient que 1* est continue en u. Finalermnt, «t continue sur 

uwa i), 

+* u " 

b ) F'ar definition. onaVuG^. cap u > V — , 

1 n! 

ftwQ 



Pour tout R > O r on a Vu e Fjto, Ri, Vn £ IM r 
fi n 

Puisque ^j- Sst le terms general (J une sSne numenq js- conMSrysnLe, la majrOraHron pre 
cedente assure la convergence nemnaie done uniform? de la strie de functions ^pru 

gw : u-f surtouteboule fermee Fjr(0,fi3. 

On en deduit ccrnime dans le a) que exp est continue sui a), 



u 

UT 



s n^ir r 
^ — ; — 



n r 



U( 
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Chip tw 1 : Sijtn rt line* de fafttcmi 



3- Le space vectoriel norm£ a^i^F) 



L'wpare veamie! norm* (a(AF). || ■ ||«) est nol£ -S^tA. F). 



lliMmc 9 

F etant un espace de Banach, A^.(A. F) est complet, 

— , 






Soit (/,) une suits de Cauchy de »to(A F) : 

pour tqul (i e FJ r il exist* B fl = snip |/ n +.p - Jn. | |« *t Ofl a lim 6 n = 0. 

jDfeN n-t+ao 

Pour tout *deAja suite (JShCjc) ) r est de Cauchy dbais F wr ; sup -v ) - Jn (x J| B n , 

Or F «t complet, done ell* comerge : ( f n ) t convmje s implement sur A vers une tooction 
qu* Ton note/. 

Cette function «r borte* car [f n+p (*}| ^ |/nt-*>| + s„ * j|/i, ||* + B n donne. *n faisani 
ten lire p vers +cc : 

1/W| * ll/ii II* +^n. 

De mSme U^pOO -JhU)| « $n donne l/Xx) “ /nt*)] « &.n et dooc ||/ ~j n hi * kt. 
I| «n i&trite lim ||./ -J n ||* = t>- 

n-*+oo 

Asnsi, !a suits de fcmcficrrs (/n) N ayravergeveiri/ dans I'espac® .fi:x (A, F). 



ThtoffBmc 10 _. - ==jeez^: 

F etant un espate de Banach et A (hh* parte compacts de l'e-v-n £‘ i'espac* vedOriel hofTrte 
^jo^.FJKtcomplet, 



^iS21 on un cyf 

I.A.F!' campH done, 
prcwww qu'il en Ht 
ifc mime pour H^W.Flr 
l! soffit die rtrifret ove Cssr 
i*if [hjrtic -former 
de A^ULFI. 



ll® Puistpe A est complete, We application / ; a -+ F, continue sur- A esi bonWte : 
¥.{A.F>CS&(A,F). ** iKn 

Soil alors uw suite {fn) % de '£ M {A r Fi conuergeant dans iS^iA, F) vers jf. Il s'agit par 
definition d'une convergence uniform* done, d‘apres le theorem* 5, / est continue sur A 
c'est-A-direque/e (A. F>- 

En consequence, Ha caracterisatioo sequentielle des fernies montm que *C«(AF) est un 
fwmii de I'espacecomplet F). La conclusion en result#. 



C. Integration - Derivation *«*• 



c ^ :i Dans !? cadr? des font- 
tidns 4 viiwrs weiles <mj cw*- 
pfeiss, I-ps rFjtjofis nectwaiies 
peur b (.ympwhmKJFi dr 

cette section wrt St* 
pies in Miemiiie dimer 
Les estetisicns fonctiens 
MctorWiies sort prewnpCes 
ddrs le [lupine A. 



1 * Integration et convergence uniforme 

C([ol b], Fj design? toujourr I'espace des fonctions continues de la,b] dans F. 



Thwmne 1 1 



In teg rule dune limit* uni For me d'uoe suite de fonctions continues 

Soit ( jn ) , une suite de C{ | n, b] , F) qui converge un iformeruent sur |u, b] vers/. Alors/ «t 

continue sur - a. b. et : 

/ lim / jtiUJdt. 

J a ****** Ja 



l* resullat se de-duil de : 

• b *h 

/£t}dt — / /j,(t)di 
•fa 



i: 



J (I 



et lim 



Rem araues 

1 ) La continuite d«s lonctions/n n'est util* qu a parti d un certain rang, av*c la convergence 
ur: (forme ells procure la ContinuiEe d* f. 
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^t l3Si Nrtn que la fangurtir 
du segment dVitegratHW in- 
ttrtieiU rafditileriWrfl dans la 
rirmrr^im:inn 
On Mena dj^ k d^ptu- 6 
del rfryJ'jli dnjIcguH rridlik 
ausc inri^grslei sur un bAmalle 
queloonqoe. 

^t 1 ^ 1 D'aprisi It th»D- 
rfme 7, / est continue sur J, 

AJcn >h (mf 'i 1 . | ei t 

I'utiqite pnimrtjwe de f (rasp. 

JtO fur J Vmnul.inr pn a. 



Example 



*± l31i Cat 1‘rtude ckf 
nbthffli de x. r+ X tf l X 
mwiUe que ; 

sup |xfn x| ■ 1 . 

M 

d-au.1 

ftiftegr#tHHi terme 4 

Sonne (Tun? line da lunUium 
c-anwfjjeant urafarm&ewit sou 
h segment |0.l|, 



InAtgidEnn - Der#dbcn 



f b 

2) Dans Ic cadre da ce tMorfem*. II v a permutation des ap^rateutfs Lim - vt j * 

la 

[ \ lim /nOtl dr = !i« [ JistOdr. 

J a L n - + * ot J n -****J a 

3 ) Ce theoneme concerns ey clgsiv g metrt fes integrates sur un intervals compact. **. 1 

TheLUTiiif 12 

Soil (/ n j r une suite -de c:(f r F)ccinvergeanluniforntefnenl sur tout segment de i wts_f. 

Alors ct £tant fine dans J, on delinit 1> : x *■* J J et pouf tout n e N, (t n : x>-+ j f n . 

Jn Ja 

ta Suite ( <t>n } , converge unifarm#n»ent Suf tout segment de J vers 1 f . < i ,S6 ' 



tSF Pour lout segment S Indus dans S, il exisle un segment J * |&. jj|. ta * p) indus dans I 
mnUmant a et S el on a alors V* E S. | *,,(*) - ^Jt)| ^ t P - tk»|/ n - / ||£, r dont : 

La conclusion en result* 



Thmme 1£ 



Integration terme a terme d une sene de functions continues 
Soit un ume sfrri? de fonctions de cXla. H. F> qui converge uniform^ ment sur [a. bt. Aloes : 

A> \ +« / ' 

/ £Jnf = ^ ( f u n(fkli 



n-fN 



) 



tv II suffit d app! iqu« le jhecK#ne precedent a la Suite de lane lions avec An- = \ ui . 

r=o 



R^tii^mues 

rb 

1 ) Dans le cadre efe ce theorenw. it y a perimtEalion d« op^rateufs / * el S ’ 

n«D 

2 ) Ce Iheoreme concern* ejidusivement les iotegrales sur un interval!* compact. 

3 Sachant que, pour tout x fiei, e* = ^ * ilablit If'&galiii^ : 



n=U 



/ ^v*V 
J i> 



™ { _ i> n -l 



t-l 

+CO ..IS All 



Pour lout xE|0. i], on a xf ■ f* hi * = 






ri=0 



Inlroduiscms la sen* de fondions de terme general u n ■ 

i4o = 1 el r pour *?i ^ N’ , «n{0) = 0, tW*} ■ 

tUblissons la conveigatKa noun alt: done uniform* sur Id, 1] : 

\xtnM\ n I 






n: 



Sr #E|0, J], 



* TO' * 



U 0 II & 11 , 



toi 



ViElCl.lUunCJCJl^ 1—^f- 

esl le terme ginfral d r une 5^r» comuergente. 



On peut alors applique? le theorem* li : *‘t 



■: :iM ■ 



,1 / +*x \ / ft ^ 

L (S^r-su ^ 

f^-tf 

Jo 



tl ix(nxf 









l 




Chajii&e 3 : Suite* el imh tie IbnOiiini 



t - l en conclusion 



-A 

rties dom 

f 4t n {£rix) p (b:s--A- / 

Jo " + 1 io 

-1 

; / ,t*A* = V 



I reste k calender an= f £* &i *j n dx. 

Jo 

Une integration par parties donne T pour (gut (JEN' ; 

s -— / JC n Cftuf) p-l ibf tfoCi On = 
(.-If 



(-l)"nl 



(n + If * 1 



ou 



tn+ D™ 5 

i ^ — - 



2 , Derivation et convergence unifomie 



l etant un intervals de R non reduit a un point C l (f, f) design# I'espace des lonctions de I dans 
F de desse C 1 , 



^ vfll 1 Li omUm i a par- 
■ji d'un certain tany.. Jt eu 
de das-se C 1 sur T* soffit 



En lam que Inrtte 
tfyne mie de fieodMO? cw- 
Tiniie? -Hir j. la ronweigence 
fLnl ui'ilo mr jut inut vrg 
nwHdf J. 



Thtarfcmc Hi 

Derivation d une suite de fonctions 

Suit ( Jn) hi une suite de fondions de £ ] (J,Fi *». ,5W telle que : 

• la suite ( fn ) ^ converge simptement sur I, vers / E F{t FJ ; 

• ia suite converge unifonnemenr sur tout segment de /„ vers g s y\l, F). 
Alors: 

• / estcte dasse L’ 1 sur f avec/ r » g ; 

■ la suite f/ n ) ^ converge uniformement sur tout segment de L 

(r^ a un paint fi*£ de I, et/n i tent d* dffi» C L 5 W ! r on a ; 

J£t0df. 



(. fn<x)= fn((t>- 



I 



D'apnfe le difeir^rtte l2 r la suite ^f n -/n(a)) h converge u mi formi merit sur tout segment 

de S vers la function t> ; * / s . 

Ja 

II Art rySuIlt Vjt £ I, J{x) = f[al + J g. Done, puitque q ESt Cdnlmu^ est de 

classed 1 surf avec/ = g. 

ft d'autre part pour tout segment sde I, en obtient i 

HA -/lS>*IA -SM-G l£> +L fcW-flrfl 

done (jn)^ converge uniform^ment sur tout segment de l vws/ = J(a) + o. 



Hpmipmw 

Dans le cadre dece ttieoreme, les operateurs ^derivation* et vlimiteu commutent : 

( lim /n) * Him jA 

\rl— / Ft — fe+oo 

CoroLLiire 1 

Suites de forvetiems de dasse C k 

Soit (/n)^ tme suite de fondions de C lk (r.F). it € N’ telle que: 

• pour tout j £ |0, Jt — ID. la suite cooverge simplemeni sur l ; 

• la suite [J^ ij ) ne ^ converge uniformfment sur lout segment de / vers g€F(l, F). 

Alois la function if = iim fi, est de dasse C k sur I avet / k> ■ g et chaque suite 

If— f +sSO 

0 ft converge unifornement sur tout segment de I vers ff', 

^ (il ' cm q*n? par D® ' D'flpris le tftfttem«e 1 4 r la proptete est vraie pour h = l, si 1411 
r«urreiKe sur ,k. 
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